Priifung in Hohere Mathematik IIT 3. September 2007

Losungen zur Klausur
fiir mach, umw, fmt, bau, immo, tema, und zugehorige Technikpiddagogik

Aufgabe 1: (22 Punkte)
Gegeben sei die Differentialgleichung

y® — 4y + 5y =5+ 2"
Bestimmen Sie die Losung f mit f(O) =2, f’(O) =3, f”(()) = 1.

Losungsvorschlag zu Aufgabe 1:
Das zur Differentialgleichung gehorige Polynom ist

p(X) = X% —4X?+5X = X(X? - 4X +5);

es hat die einfachen Nullstellen 0 sowie 2 + i. Ein Fundamentalsystem fiir die Losungen
der homogenen Differentialgleichung besteht also aus den Funktionen

1,e** cosz,e®sine

die zugehorige Wronski-Matrix ist

1 e** cos x e** sin
M(z)= 10 e*(2cosz —sinz) e**(cosz + 2sinx)
0 e**(3cosw —4sinz) e**(4cosx + 3sinz)

Die Storfunktion 5+ 2e” setzt sich aus der konstanten Storfunktion 5 und der Storfunk-
tion 2e* zusammen. Nach dem Superpositionsprinzip kann man eine partikulidre Losung
der gegebenen inhomogenen Differentialgleichung aus partikuldren Losungen der inho-
mogenen Differentialgleichungen mit den Storfunktionen 5 bzw. 2e* zusammensetzen.

Fiir eine partikulire Losung f; zur Stérfunktion 5 = 5 - €0 liegt wegen p(0) = 0 der
Resonanzfall vor. Da 0 einfache Nullstelle von p(X) ist, kann man den Ansatz f1(z) = sz
machen; Einsetzen in die Differentialgleichung liefert s = 1, also

fl(x) =z.

Fiir eine partikuldre Losung sz zur Storfunktion 2e” liegt wegen p(1) # 0 nicht der
Resonanzfall vor. Der Ansatz fo(x) = te” und Einsetzen in die Differentialgleichung
fithrt zu t = 1, also

folz) = €”.
Eine partikuldre Losung der gegebenen inhomogenen Differentialgleichung ist also

flw) =+ ",
Sie erfiillt die Anfangsbedingungen

Oy =1, f0)=2 fl0)=1.
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Die gesuchte Losung f ist also von der Form
f=Fr+1,
wobei f die Losung der homogenen Differentialgleichung mit

f0)=1, f(0)=1, f(0)=0 (1)

ist. Letztere ergibt sich als Linearkombination des bereits angegebenen Fundamentalsy-
stems
f(x) =711+ ree* cosx + rze*sinz

deren Koeffizienten man aus dem linearen Gleichungssystem mit der Wronski-Matrix
M (0) als Koeffizientenmatrix und dem Vektor aus den Anfangsbedingungen (1) als rech-
ter Seite

11 0\ [/r 1
0 2 1 ro ] = |1
0 3 4 T3 0
erhélt. Die Losung ist
1 4 3
7’1—5,7'2—5,7’3— 5
Die gesuchte Losung der Differentialgleichung ist also
. 1 4 3
flz) = R + gezxcosx — gezxsinx +ax+e’.
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Aufgabe 2: (10 Punkte)
Gegeben ist die Differentialgleichung

1
y' + —y = sin(z)
X

fiir z > 0. Bestimmen Sie die Losung f der Differentialgleichung so, dass f (2)=1.
Loésungsvorschlag zu Aufgabe 2:
Die Losung ist gegeben durch

~

f(@) = (c + k(a))e O

mit einer beliebigen, aber festen Stammfunktion G' der Funktion g(x) = I, einer belie-

bigen, aber festen Stammfunktion k& der Funktion z — sin(z)e“® und der Konstanten
c=L1e%3) — k(Z).

Mit G(x) = In(z) ermittelt man von z — sin(z)e%® = sin(x)e™® = zsin(x) eine
Stammfunktion durch partielle Integration als k(z) = —z cos(z) + sin(z) und gewinnt
damit die Konstante ¢ = Le™(2) — k() = 1.7 — 1 = —1 Also ist

flz) = <—% — z cos(x) +sin(x)) 1 '
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Aufgabe 3: (16 Punkte)
Gegeben ist das Vektorfeld

8
8

g RE=R |yl — |y

N
I\

und der Bereich
B={(r,y,2) eR® |2 +¢y*+2°<1,2>0,y>0,z>0}

Sei S die Randfliche von B; dies ist eine geschlossene Fliche, deren Innengebiet B\ S
ist.
Berechnen Sie den Fluss von ¢ durch S

//(gm)dO,

S
wobei n der nach auflen gerichtete Einheitsnormalenvektor der Flache S ist.

Losungsvorschlag zu Aufgabe 3:
Erste Losung: Direkte Berechnung des Flusses.
Die geschlossene Fliache S ist die Vereinigung des Fléichenstiicks

S = {(v,y,2) R’ |2*+9y* +2°=1,2 >0,y > 0,2 >0}

= {(z,y,V/1—22—y2) | x>0,y > 0,22 +¢* <1}

mit den Viertelkreisflichen, die aus den Einheitskreisscheiben der z-y-Ebene, der z-z-
Ebene und der y-z-Ebene durch die positiven Quadranten in diesen Ebenen herausge-
schnitten werden. Auf diesen Viertelkreisflichen ist der Normalenvektor n senkrecht zum
Vektorfeld g¢; sie liefern also keinen Beitrag zum Fluss.

Das Flachenstiick S; ist ein Achtel der Einheitssphére; fir (z,y,z) € S ist also
n(z,y,z) = (r,y,2) = g(x,y, z) und folglich g(x,y,2) e n(x,y,2) = 22 + y* + 22 = 1.
Wenn man dies nicht der geometrischen Anschauung entnehmen will, kann man n auf
S1 auch folgendermaflen berechnen. Das Flachenstiick S; wird parametrisiert durch die
Viertelkreisflache

V={(z,y) ER*|2® +3* < 1,2 >0,y >0}

vermoge der Abbildung
flay) = (z,y, V1-2—y?).

Mit den Vektoren der partiellen Ableitungen

)

1
of
0 _ frnd
- und By (z,y) - ,

/1_x2_y2 /1_x2_y2
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ist
g(x )xg(x )= —1—;’2—92
o Y 9y Y T Ve
1
und
0f af B l'2+y2 B 1
%(x’y)xa_y@’y)‘_\/1—x2—y2+1— 1—x2—y2.

Durch Normierung auf Einheitslinge erhdlt man aus %(w, y) X g—g(:v,y) den Einheits-
normalenvektor

x
n(f(z,y)) = y ,
der tatséchlich nach auflen gerichtet ist. Damit ist in der Tat
x x
g(f(z,y))en(f(z,y)) = y . y =2y 1o’ -yt = 1.

[T— 22 — 42 /1= 22 — 42

//(gon)dO—//(gon)dO—//ldO—F(Sl)
5 8

Si

Also ist

der Flacheninhalt des Flachenstiicks S,

Fis) = [ [5hwn x Fiwa
V

In Polarkoordinaten berechnet sich dies als

drdy = //(1 —a? - y2)_%dxdy :
V

F(S)) = /0 /01(1 )3 rdrdyp = ng — )3 = g .

//(gon)dO:F(Sl):g.

S

Zweite Léosung mit dem Integralsatz von Gauf.
Es ist (divg)(z,y, 2) = g—; + g—z + % =1+ 1+ 1= 3. Nach dem Integralsatz von Gaufl

S //(gon)dO = ///(divg)(:c,y,z)da:dydz: 3///1dxdydz
g B

B

Insgesamt ist
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das 3-fache Volumen von B. Das Volumen vol(B) von B errechnet sich durch Integration
iber die Viertelkreisfliche V' als

vol(B) — // V1= =P drdy |
Vv

In Polarkoordinaten ist dies

: ot 1 ak
Vol(B)—/0 /O\/1—r2-rdrd<p—g{—5(1—7“2)2} =

//(gon)dOzB-vol(B):g.

S

Insgesamt ist also
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Aufgabe 4: (12 Punkte)
Die Funktion f: R — R ist gegeben durch

Flz) = r— (2k—1)r fir z€[(2k—1)m,2kn[ und k€ Z
= w fir € [2km, (2k+ )x[ und ke Z

(a) Bestimmen Sie ihre Fourier-Koeffizienten ay sowie a,, und b, fiir m € IN.

(b) Gegen welchen Wert konvergiert die Fourier-Reihe von f an der Stelle zq = 7?7

Loésungsvorschlag zu Aufgabe 4:

(a)

[e=]

1 (7 1 1 ("
ag = — f(x)dx:—/ (x+7r)dx+—/ mdz
L - TJ x T Jo

1 /0 1"
:—/ :Bd:l?—l——/ mdx
T ) x T ) x
171 ,]°
=2 |z 2
ﬂ_|:2$:|7r—|— m
2
T
27T+ T 27r

Unter Beachtung der Tatsache, dass sin(mn) = 0 fiir m € IN, erhélt man mit
partieller Integration:

1 ™
Uy = — f(z) - cos(mx) dx
™ —T
1 [° I
=— [ (z+m)cos(mz)der+ = | mcos(mz)dx
T ) x T Jo
1 [° I
=— x cos(mz) dz + — mcos(mz) dx
T ) T ) .
1 1 . 0 0 1 . T
== [z Lsin(ma)]_ — < sin(mz)dz | + cos(mx) dx
T T —7 " -7
Ly 0 1 ™ Loy m_1
= % [m Cos(mx)} . + [E Sll’l(mI)] T ; (m — (—1) m)
B m%ﬂ fiir m ungerade
N fiir m gerade.
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Ebenso ergibt sich

by, = L/ f(z) - sin(mx) de

3

0 1 s
/ (x + ) sin(ma) dz + — / msin(mzx) dz
T Jo

0 T
1
/ xsin(mx) dr + — / msin(mzx) dz
T

—Tr

( —z - Lcos(ma)]” + / 0 L cos(ma) dx) + / ' sin(mz) do

—Tr —Tr

z cos(mz) + -5 sin(mx)}(;r —- [ cos(m:v)r_r7r

-m) (=1)")

s
m

-
(==

A=A = A= A= 3=

§|~3|~

(b) An der Stelle m konvergiert die Fourierreihe gegen

x—1m—0

§<££30f< )+ lim f(e >) :%(oﬂ):_
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