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1. Klausur der Diplomvorpriifung
fiir aer

Aufgabe 1 (16 Punkte)

a) Man kann hier im Fall der Jordanmatrix eine Formel aus der Vorlesung fiir die Losung der DGL

benutzen (siehe unten!). Zunéchst eine explizite Berechnung der Losung.

Y1
Sei Y = | 9 |.Das DGLSys Y’ = AY ist equivalent zu:
Ys
y1=—4n+ys
Ys = =32
Y3 = —4ys

Daraus ergibt sich bereits die allgemeine reelle Losung fiir ys, ys:

Yo = Co€ T, c €R

Y3 = cze” 4%, cs €R .

4

Noch zu 16sen: Die inhomogene DGL: y| + 4y; = cze=**, welche wir durch Einsetzen erhalten. Das

charak. Polynom ist hier A\ + 4 mit Nullstelle —4, welche auch als Exponent in der rechten Seite

vorkommt. Wir wihlen also einen Ansatz fiir die Partikuldre mit einmaliger Resonanz:

o —4x
Yp = Cpxe

Dann gilt: y, = cpe 1 — 4c,re™ . Einsetzen in DGL ergibt: ¢, = ¢3. Damit lautet die allgemeine
reelle Losung der DGL fiir y;:

y1(2) = care™ 4 cre™*, ci €R.

Die allgemeine reelle Losung fiir Y lautet dann:

care 1 4 e

mit ¢y, ¢, 3 beliebig aus R. Die spezielle Losung (mit ¢; = 2,¢5 = 0,¢3 = 1)

re 1 4 2e 47
Y, = 0
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SN

16st das Anfangswerteproblem Y(0) =
1

Zur Formel aus der Vorlesung. Sei C' ein n x n-Jordanblock mit Eigenwert A\. Dann hat V' = CV

das Fundamentalsystem:

(n_ll)! xn—le)\m xe)\m 6)\m
(n_lz)! xn—2€)\x 6)\:(:
(n_13)!xn—3€)\:c e 0 ,
e 0 0
: -4 1 : : S :
Es ist nun B = 0 A ein Jordanblock in A, wobei die mittlere Spalte und Zeile von A

geloscht wurden. Dann ist klar, dass

xe—4:c 6—490 0
‘/1 - O 7‘/2 - 7‘/3 - 6_3x
e~ 0

ein Fundamentalsystem ist. Man erhélt die allgemeine Losung wie oben.

-4 5 1
b) Wir l6sen das DGLSys Y/ = AY + Bz mit A = ( ; ) und B = < ) ) durch eine

Transformation (Alternativ siehe unten: durch einen geeigneten Ansatz). Das charak. Polynom ist
gegeben durch:
XA =N+ A -2=A-1)(A+2).

Es hat die Nullstellen 1, —2 und Eigenvektoren sind

() ()

Man erhilt die Trafomatrix
mit Inverser

und
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Das transformierte DGLSys lautet mit Y :=TZ2

Wir erhalten zo = coe™2* mit ¢y € R.

Ansatz fiir z; ist z; = ¢e” + (ax + b) mit ¢;,a,b € R und dann
Zi=ce"+a.

Einsetzen ergibt: 2{ — 21 = a — ax + b = x. Das ist erfiillt genau dann, wenn a = b = —1. Somit ist

g e’ — (x4 1)
026—232

Losung vom transformierten System. Dann ist

v c1e® + bege ™ — (v + 1)
1% + 2c0e™ % — (x + 1)

mit c¢p,cy € R die gesuchte allgemeine reelle Losung.

Alternativ: Man kann ansetzen fiir eine Partikulare:

= (210

mit a,b,c,d € R.
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Aufgabe 2 (14 Punkte)

Im Folgenden werden alle Ergebnisse in der Form x + iy mit x,y € R angegeben. Sollte ein Priifling
das nicht beachten und keine Umformung machen, so werden die Ergebnisse unnétig komplizierte

Ausdriicke im Verlauf der Rechnung. Dafiir kann man Punkte abziehen.

a)  Das Polynom 2* + 1 hat die Nullstellen

in 1414 3ir -1+ 5im —1—1 Tir 1—1

= = —, =€ 4 = s ,
P \/§ P2 \/§ P3 \/§ P4 \/§

Es gilt

A 4+1= H?Zl(z —pj)

1

—i77- Diese Pole sind 1. Ordnung und es gilt

Die Punkte py,...,ps sind genau die Pole von f(z) =

1
Res(f,p) =11, , [=1,...,4.
( l) J#lpl_pj

Konkret ergibt das:

Res(f,p1) = (V2)*-27% - (1- (1 +1) - i)~ = 52

Res(f,pa) = (V2)P 278 - (=1-i- (=1 +44)) ' = 1%
Res(f,ps3) = (\/5)3 .273. (—(1+14) - (—i)- (_1))—1 _ i\%

Res(f,pa) = (V2)*- 273 (=i (1 =) - 1)~ = 25

b) Die Kreise C'(r) haben fir 7 > 0 den Mittelpunkt in p3 = _\1/;. Weiter gilt:

s —pil 2 5 =V2>1 fir j=1,2,4
ps —pjl S V2 <3 fir j =2,3,4
Ips —pil £2 <3 fir j=1,2,3,4.

Mit den zuvor berechneten Residuen ergibt sich fiir die komplexen Kurvenintegrale:

fcu) f(Z)dZ = 2mi - Res(f, pg) — w(;\gz)
fc(3/2) f(z2)dz = 2mi - 2#4 Res(f, p;) = ﬂ(z—\};i)

fc(g) f(z)dz = 2mi - Z?:l Res(f,p;) =0
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Aufgabe 3 (10 Punkte)

a)  Esgilt ¢g =5 [ ade =12

7 und weiter fiir £ # 0:

1 s
cp, = — re " dy
2

—ikx 1 !

—zk:c
= 2 emikeg
—27m'ka7 }0 2m —zk: v

—1)%; 1
= ( 2]3 Ly Si? (=D)F—1) Diese Zeile wiire bereits genug als Ergebniss!

fiir k = gerade

' L fiir k= ungerade

b) Die Koeffizienten der reellen Fourier-Reihe ergeben sich durch: % = ¢y = 7§ und weiter fiir

k#0:

s
4

bk :’L(Ck —C_k) = = &

T X 1\k _ X (_1\k+1
Si(x) = Z—I—%Z(ll)ﬁilcos(kx) + Z( Y sin(kx)

cos((2l — 1)z 2 (=1)k
- ___Z @1y )+Z( ) sin(kx)

c) Die periodische Funktion f(z) ist unstetig in den Punkten
D:={(2k+1)-7|keZ}.

Ansonsten ist f(z) stetig. Die Reihe Sy(x) konvergiert gegen f(z) genau in den Punkten, wo f
stetig ist, d.h. in den Punkten
RND.

(Ansonsten konvergiert Sy(z) gegen den Mittelwert an der Unstetigkeitsstelle.)

d) Die Reihe S konvergiert nicht punktweise auf R, also auch nicht gleichmafig!
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Aufgabe 4 (7 Punkte) Kreuzen Sie an, ob die folgenden Differentialgleichungen linear oder exakt

sind, oder sich durch elementare Umformungen in trennbare (separable) Differentialgleichungen um-

wandeln lassen. Mehrfachnennungen sind méglich.

Differentialgleichung linear exakt trennbar
y(z) + 2y’ (x) =0 X X X
sin(z)y” (x) + cos(x)y'(z) + y(z) = " || X
2y(2)y/(x) = 0 < <
s\ 2
—— | +9(x)=0 X
(y(x)) )

Aufgabe 5 (6 Punkte) Kreuzen Sie an, ob die folgenden Funktionen auf gesamt C analytisch (bzw.

analytisch fortsetzbar) sind.

Funktion analytisch nicht
(fortsetzbar) analytisch
esin(z) %
tanh(2z) X
z’ X
P22 +z2+1
X
2241




