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1. Klausur

fiir Studierende der Fachrichtungen
phys

Bitte unbedingt beachten:

e In dieser Klausur konnen bis zu 74 Punkte erreicht werden.

Aufgabe 1 (8 Punkte):
Bestimmen Sie

mit Hilfe der Substitution u = /z,

o0 dx
a) f\/fl )

dx ° 2udu *® du 0o
r = 2udu f\/_<1+$ Ofu1+u2) Ofl+u2 arctanu|; =7
b
) { 21+ a:)
1 b
Partialbruchzerlegung: m = % + s + 7 _T_ .
1
Grenzwertmethode: b = =1, c=— =1
1+ zlz=0 22 lz=—1
1 1
a bestimmt man schnell durch Einstzen eines Wertes, z. B. x = 1: 5= a+1+ 5 =a=-—1
0 d eo 1 1 1 1\ 4
fQ—I:f ——4+—=4+——|]der=1lim (—Inz+In(l+z)——
L x2(l+2) 9 r 22 14z A—o0 x) h
1 1)\ 4
= lim (ln +x——) ‘ —0-I2+1=1—-In2
A—o0 x xXr 1
’Gesamt: 8P
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Aufgabe 2 (11 Punkte): Gegeben sei die Matrix

3+a 1—a 0
A=|1—-a 34+a 0 mit o € R.
0 0 4

a) Bestimmen Sie zum Eigenwert A = 4 zwei Eigenvektoren f: und f; der Matrix A mit
fil fo.
—l+a l1-a 0\
A-4E=[1-a —1+4a 0|f=0=fi=(1,1,007, f=(0,0,1)T
0 0 0

b) Geben Sie einen von fl und ﬁ linear unabhéngigen Eigenvektor f;:, von A und den zu-
gehorigen Eigenwert an.

fi=fixfo=0,-1,07, Afs=(2+20)f; = A\ =2+20a

c) Geben Sie eine Orthogonalmatrix S und eine Diagonalmatrix D an, so dass STAS = D

gilt.
L (101 4 0 0
S=—11 0 -1], D=|0 4 0
\/50\/50 00 242«

d) Gegeben sei eine Schar von Quadriken durch
Qo: (B+a)r + (34 a)rs+ (2 —2a)rmy +da; = 1.

i) Bestimmen Sie die Normalform dieser Quadriken beziiglich der Koordinaten & = Sv.
Mit #7AZ = 1 und & = S¥ ergibt sich
492 4+ 4ys + (24 2a)y3 = 1.

ii) Fiir welches a ist @, eine Kugel? oo =1

iii) Geben Sie den Typ von Q_; an: 4y? + 4y5 = 1 — Kreiszylinder
e) Wie lautet die Gleichung der Ebene z; = 1 im { fis o, fg}—System?

F=Si 1
(1,0,0) - (@1, x9,23)" =1 :%/(17070)5'37: —(1,0,1)-y=1=wy +ys =2

V2

|Gesamt: 11 P
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Aufgabe 3 (10 Punkte): Gegeben sei die Funktion f: R — R durch f(x) = (1 — 2?)e™".

a) Symmetrie: Es gilt f(—z) = f(z), also Achsensymmetie zur y-Achse.
Nullstellen: f(z) =0 < 1 — 2? = 0, die Nullstellen sind also +1.
Extremstellen:
Es gilt f/(z) = (1 — 2%) - (—21) — 2z)e™" = (—4a + 22%)e™" = 22(2? — 2)e™".
Als Extremstellen kommen somit 0 und £+/2 in Frage.
Nun kann man mit Vorzeichenwechsel argumentieren oder mit der zweiten Ableitung

f(x) = (42" + 1422 — e, f(0) = —4 < 0, f'(£V2) = (=16 + 28 — 4)e 2 > 0. Die
Funktion f besitzt somit an der Stelle 0 ein lokales Maximum und an den Stellen 4-+/2
lokale Minima.

b)

Es gilt lim f(z) = 0, da_lim e =0
und lilin 22e™™ =0 wegen lim ye ¥ = 0.
r—Foo y—00

c) Entwickeln Sie die Funktion f in eine Potenzreihe um z, = 0.

Fle) = (1 — et = (1 — g2 55 T _ 8 (BN % (21

n=0 n! n=0 n! n=0 n!

= - A 1 = on
"z::() n! +nz::1 (n—1)! +nz::1( ) (n!+(n—1)! *
& 1+n
— 1 _1 n 2n
* 712::1( ) n!
’Gesamt: 10P
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Aufgabe 4 (8 Punkte): Bestimmen Sie das Minimum der Funktion
R = R:(z,y,2)— 42> +2
auf der Schnittkurve des parabolischen Zylinders Z : z + y? = 0 und der Ebene £ : 2y — z = 1.
Lagrangefunktion: L(z,y,z, A\, p) =42 + 2+ Az +y?) +p(2y — 2 — 1)
Notwendige Bedingung fiir Extrema: L, = L, = L, = 0 und L) = L, = 0 (Nebenbedingungen).
L.,=1-p=0, L,=2\y+2u=0, L, =8x+A=0
— pu=1 Ay=—-1(~y#0!), 8r=—-\

1 1
= A=—— = —.

. . Yy Y
Zusammen mit den Nebenbedingungen folgt daraus

! d z4y*=0 = ¢ L _ L !
r = — un X = = —— - —— T = ——.
8y 4 YTy T YT 4
1
Als Kandidager ﬁi)é dertidxti2ona habdn wirralsoden2Punkt P(—, —3, —2). f nimmt in P den
Wert 4 4% — 2 = —7 an (Nachweis, dass ein Minimum vorliegt, wird nicht verlangt).
’ Gesamt: 8P \
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Aufgabe 5 (7 Punkte):

1
i(z) = ) x € (0,1)
w(0) = 0
u(l) = 0
Losung:
Substitution y(z) = u(z)
, B 1
y(z) = )
y(0) = 0.

Trennung der Variablen:

gx)=1 = G(a:):/dC:x

o
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Aufgabe 6 (6 Punkte): Wegen f(co) # 0 kann man den Ansatz

z+b
1(z) = cz—:—d
machen. Es gilt
FO) =3, f) =5, fli)=1-i
Daraus folgt
5 _ b 4 _ 140 i 1+0b
d 3 c+d ci+d

de+4d=3+3b, 3d=0b, (1—i)(ci+d)=i+b

Einsetzen der 2. Gleichung in die 1. und 3. Gleichung liefert

4e—5d =3 (1 +1)
(I4+dc—2+0)d=1i| -(—4)

Addition liefert nun

(=5i—5+8+4i) =3+3i—4i < (3—i)d=3—1i —d=1.

Einsetzen liefert
3d=b=0b=3

und
de+4d=34+3b=4c+4=3+9=12 = c= 2.
Damit ist 43
z
1&) =577
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Aufgabe 7 (8 Punkte): 1. Losungsweg:
Der Rand kann in 4 Teile C4, Cs, C3, Cy zerlegt werden, diese werden durch

aufeinanderfolgend parametrisiert.
Anmerkung: Die Parametrisierung

ist auch O.K.
Es gilt

1

Die Tangentialvektoren an die Parametrisierungen sind gegeben durch

Ci(t)=(1,-1+8)" : t€]0,2]

Co(t) = (1—(t—2),1)T : t€]2,4]

Cs(t) = (—=1,1— (t—4)" : tec[4,6]

Cat) = (=1+(t—6),-1)" : tel6,8
Ci(t)=(1-2t,D)" : te0,1]
Co(t) = (1,1 =2t)" . te[0,1]
C3(t) = (=1 +2t,-1)T . t€]0,1]
Cy(t)=(1,-1+2)" . te|0,1]

1 -y _ —y

x4+ y? ( x ) _zi:/ciflﬂ‘lﬂy2 ( x >

0 -1 0 1
(1>anC’1, (O)aan, (_1>anC’3, (O>anC’4

Dabher ist

/C S)as =

Ebenso sind

Daher ist

2
dt
/01+t—1

1
/ T ds = arctan(1) — arctan(—1)
1 S
4
dt
/2 14 ( —2))?

L |

[
|

ds = arctan(1) — arctan(—1)

dt
g 1T+ —4))?
1
/ T ds = arctan(1) — arctan(—1)
/ i
¢ 1+ (=14 (t—06))?

/ ! tan(1) — arctan(—1)
S = arctan — arctan(—

11+82
=4— = 2.

f 1 -y \ 7
cr?+yr\ T 2

Do| 3

| X

| X

N3
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2.Losungsweg
Da V x f(z) = 0 fiir z # 0 kann der Verlauf des Weges gedndert werden, solange die Kurve
einmal um den Nullpunkt lauft. Das heifit

e 2) = fme (7
cr?+y2\ 7 ) Jga?+y?\ @

K={(z,y) eR* : 2> +y* =1}
der Einheitskreis ist. Er wird durch

s:[0,27] — R?, s(0) = ( cos(f) >

wobel

parametrisiert. Fiir den Tangentialvektor im Punkt 6 gilt

0= ("omit) )

Somit ist
Foa () = [ 10w
kTP 7 S
[ —sin(9) —sin(0) \
) cos(0) cos(6)
2m
= / [sin®(0) + cos*(0)] db = 2.
0
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Aufgabe 8 (9 Punkte):
fRxR—R, f(r,y) =€e"cos y+€eYsin x

(i) f ist harmonisch:

2 2
NI

T _ eV _ o7 Y qi —
52z T B2 e*cos y—eVsin x —ecos y+e¥sin x=0.
x Y

(ii) Da f stetig differenzierbar und harmonisch ist, ist es der Realteil einer holomorphen
Funktion.

(iii) Finde g: R* — R,, so dass F(z) = f(z,y) + ig(x,y) holomorph ist.

Cauchy-Riemannsche Gleichungen:

() ) = Ghe), ) = —ghwy) ()

x 0
L e y) =teos y+ Veos © = glry) = ¢sin y -+ eos 7+ Cl).
Y

& esin y+eYsin x = —e"sin y+ e¥sin x — C'(x)

— (C'(x)=0 = C(z)=K (Konstante)
— g(z,y) =e"sin y+eYcos x + K.

Anmerkung: Es ist nicht notwendig K hinzuschreiben. Speziallfille, wie z.B. K = 0,
reichen auch.

(iv)

F(z) = e%cos y+eYsin x +i(e’sin y+ e¥cos x) + ik
e*(cos y+isin y) +e¥(sin o +icos x) + i
e” - e +ie¥(cos x —isin x) +iK
e* +ie¥ e +iK
= e +ie ' +iK.
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Aufgabe 9 (7 Punkte): Berechnen Sie das Oberflichenintegral der Funktion
3z
F(r,y,2) = | 5y
2
auf der Oberflache einer Kugel
K ={(z,y,2) e R’ | 2® + y* + 2* =1*}

mit dem Radius r > 0.
Wir benutzen folgende Parametrisierung einer Kugel:

7 COS (p COS Y

W(%l/)) = TSiHSOC()Sw ’ @56 [_g7g]a pE [_7777[-}'
rsin Y
also gilt
—7rsin ¢ cos P
wy(p, ) = T COS Y COS 1
0
—7 COos (psin Y
wy(p, ) = | —rsinesiny
r coS Y

und damit auch

W, 2Wep,3 — Wep,3Wy,2
(W X wy)(p,¥) = W 3Wy1 — W, 1Wep 3
w%lwwg — w%gwwl

7 COS (P COS YT COS Y

= —(—=r)sinpcos - rcosy

—rsingcost - (—r)sinpsiny — rcos g cos) - (—7r) cos psin Y
% cos ¢ cos?

= r? sin o cos® ¢

r? cossin

3z
Mit F = | 5y | und r > 0 folgt
2
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s 71'/2
/_ /_ o F(w(%w)) . (wg) X ww)(g;’w) dip dep

3r sin v 2 cos p cos®
= / / 57 sin go cos v r?sinpcos?y | didy
—7 J—7/2 r? cossine)
/2

= r2/ / 3rsin¢cosQ¢cosg0+5Tsin290<3083¢+2COS¢Sin¢d¢d‘P

—7/2
w/2

1
— 2 / {—r cos cos® Y+ 5r sin? p(siny — 3 sin® Y) + sin® Y de

—7/2
™20
= 7"2/ grsin%odcp

—Tr

20 5 [1 1.2 T
= P — =8
37’ 2g0 4111%0,”

2. Losungsweg Die Aufgabe la83st sich auch mit dem Satz von Gauf} 16sen. Es gilt also

/ F-ndS:/didexdydz.
oK K

Es gilt
divF = 5.
Also folgt
4 . 20 4
F-ndS= [ bdrdydz =5=-mr° = —mr”.
oK K 3 3
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