Prifung in Hohere Mathematik 111 4. Méarz 2008

Ldsungsvorschlage zur Klausur
fur mach, umw, fmt, bau, immo, tema, und zugehérige Technikgdagogik

Aufgabe 1: (14 Punkte)
Mittels der Funktion

f:[-1,1x[0,1] — R3: (u,v) — (—U% —u+v,u+v)

wird ein Flachensticksim Raum parametrisiert. Sei weiter

g: R3 — R3: (X,¥,2) — (0,0,yz)

ein Vektorfeld.
Bestimmen Sie:
//(rotg) endO
S

Ldsungsvorschlag zu Aufgabe 1:
Ldsungsweg 1: direkt

of of
(u,v) x W(u,v)) dudv

!/(rotg)ondO: I//(rotg)(f(u,v))o (%

[0,1]. (Verzerrungsfaktor und Normierungsfaktor fiineben sich weg). Hier

993 _ 9%
oy 0z 2y
0

9% _ d%
o0x ay
—2u 0
x |1 dudv
1
( ) dudv
d

du

mitl =[—1,1] x

Also gilt mit den Satz von Fubini:
Z/(rotg)ondo/ol/i( 0 )
-, ( )
u))

VS

:/0 [—4uv-+ 2u? ]71 dv:/ol(—8v)dv: —4.

\
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Losungsweg 2: mit dem Satz von Stokes

6
//S(rotg)ondO: /f(K)g(s)ds:/o g(F(C(t)) o (FoC)(t)dt

Hierbei istk die Randkurve voh = [-1,1] x [0,1] und

(1,1) te[0,1) 2
C:[0,6] > R?, t— EZ—I,tA’rl—)t) :E%ig f(u,v) = (u+v)
(t—50) tel4,6) u+v

Die mathematisch positive Umlaufrichtung ergibt sich, @ dmrandete Gebi¢tauf der
linken Seite liegen soll. (Eine einzelne Parametrisierdegvier Randstticke ist ebenfalls zu-
lassig, jedoch muss hier jeweils auf die korrekte Orientigrgeachtet werden.) Wir erhalten
nun

(-Lt—-1t+1)7 te[0,1)
) (—t-22t-13-t)T te[L,3)
FCON =1 (c15-t,3-0)7 te[3,4)
| (—(t—5)%5-t,t—5T te[4,6)
((0,1,1)T te[0,1)
) (2(2 t),1,-1)7 te1,3)
(FeCM =9 (021,217 te[3.4)
| (2(5-1),-1,1)T te[4,6)

Damit ist

// rotg) endO= /g o(foC)(t)dt
0 s/ O 2(2—1)
_/ 1] dt+ 0 Jel 1 'Jat
f 1) (et (,) ()
4 0 6 0 2(5-t)
+/ o o —1|dt+ 0 |ef -1 |at
3 2 -1 4 (t—5)2 1

_/ (t—1 dt—/l3 —1)2dt—/34(t—5)2dt+[16(t—5)2dt
1 1
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Aufgabe 2: (23 Punkte)
Gegeben ist das folgende Differentialgleichungssystem:

, (3 -4 4"
=5 ) ()

Bestimmen Sie den Losungsraum.

Ldsungsvorschlag zu Aufgabe 2:
Fundamentalsystem zum homogenen System nach 14.2:
Seixg := 0; wir wahlenb! als ersten Einheitsvektor:

o) ) ()

bl, Ab! sind linear unabhangidp®, Abt, A?b! miissen linear abhangig sein. Mit GauRR-Elimi-
nation oder durch Hinschauen erhalt man:

A%pl — 2ApRt 5Pt = (8)

Die zugehorige Differentialgleichung hoherer Ordnungéay’ — 2y + 5y = 0 mit den An-
fangswerterf;(0) = b}, f/(0) = (Abl);, j = 1,2. Das entsprechende Polynom ist

A
P(§) =&*-28+5
mit den komplexen Nullstellen-t 21. Folglich ergibt sich das Fundamentalsystem
g‘cog2x), €sin(2x).

Nach 12.10 Zusatz 2 sind die Lésungen des obigen AWP gegelbeim du

_ . . r) bt
fj =ri€cog2x) +ry€"sin(2x)  mit  M(0) (r}) N ((Abjl))
5 j
B e cog(2x) e*sin(2x) _(1 0
M(0) = (excos(Zx)—ZeXsin(Zx) e"sin(Zx)+2eXCOS(2X)> =0 (1 2)
1 0/1 0\ Gauk (1 0[l1 0
(1 2|3 2> = (0 11 1)

also f{ = €*(cog2x) +sin(2x)), f3(x) = €*sin(2x) und damit nach 14.2:

€*(coq2x) +sin(2x))
P00 = ( e*sin(2x) ) '

Um den zweiten Vektor fur das Fundamentalsystem zu bekomgileines zwei Mdglichkei-
ten:
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a) Dab!, Ab! linear unabhangig sind, kénnen v := Abl = (3

2) wahlen und bekommen

, (3 cog2x) —sin(2x))
2(x) = Aft(x) = (f1)'(x) = (g(gcos{zx)Jrsin(Zx)))

b) Fiir ein normiertes Fundamentalsystem wahlenbfials den zweiten Einheitsvektor
und verfahren wie oben:

o) -9 - (3)

Mit GauR-Elimination oder durch Hinschauen erhalt man

A2h? _ PALR 1 5b? — (8) ,

was auf die selbe Dgl. hoherer Ordnung wie oben fuhrt. Eatsmnd erhalten wir

1 00 1 Gaul3 1 0/0 1
(1 2| -4 —1> - (o 1| -2 —1>
also fZ = —2€e*sin(2x), f2(x) = €*(cog2x) — sin(2x))
B —2€*sin(2x)
P = (eX(cos(zx) —sin(2x))) '

Partikulare Losung des inhomogenen Systems durch Variationler Konstanten:
Wir verwenden den Ansatz

fo(x) = c1(x) F1(x) +c2(x) F2(x)  mit (5;&3) =M (m)

a) Fur das Fundamentalsystem aus a) missen wir 14.11(de¢nden um die Inverse der
Wronski-Matrix

M (x) — e(coq2x) +sin(2x)) €*(3cog2x) —sin(2x))
(X)—( esin(2x) eX(2cos(2x)+sin(2x)))

des Systems zu berechnen. Mif0) = (1 3)

0 2)r MO=

NI

2 -3 .
(0 1 ) erhalten wir

M(x)~t=M(0) *M(—x)M(0) *
~1/2 -3\ (e *(cog2x) —sin(2x)) e *(3cog2x)+sin(2x))) (2 —3
_Z(O 1>( —e*sin(2x) e—X(ZCos{ZX)—sin(Zx))) (O 1)
1 /e*(2cog2x) +sin(2x)) e *(—6c0g2x) + 4sin(2x))
_Z( —2e %sin(2x) 2e*(coq2x) + sin(2x)) )
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Also ergibt sich

(c’l(x)) 1 (e‘x(20032x)+sin(2x)) e‘x(—60032x)+4sin(2x))) (4ex>

(X)) 4 —2e %sin(2x) 2e%(cog2x) +sin(2x)) 2¢*

B (cos(2x)+35in(2x)>
~\ cog2x) —sin(2x) /-

Integration liefert

c1(x) = % sin(2x) — g cog2x)

C2(X) = % sin(2x) + % cog2x).

Eingesetzt in den Ansatz folgt

) — Lax (((SIN(20) —3cog2x))(cos(20) + sin(20))
fo(x) = € ( (sin(2x) —3cog2x)) sin(2x) )

1 . ((sin(2x) +cog2x))(3cog2x) —sin(2x))\ (O
ex< sin > N (ex>

2\ (sin(2x) + cog2x))(2 cog 2x) -+ sin(2x))
b) Hier ergibt sich die Inverse einfach aus
- e *(cog2x) —sin(2x)) 2e7*sin(2x))
M)~ =M(-x) = ( —e *sin(2x) e *(cog2x) +sin(2x)),>

so dass wir folgendes erhalten:

(c’l(x)> _ (ex(cos(ZX) —sin(2x)) 2e*sin(2x)) ) (4@‘)

ch(x) —e *sin(2x) e *(cog2x) +sin(2x)) ) \ 2¢*
_ ( 4cog2x) )
2c0%2x) — 2sin(2x)
Integration:
c1(X) = 2sin(2x)
C2(X) = sin(2x) + cog 2x).
Einsetzen:

R 2sin(2x)(cog2x) + sin(2x)) — (sin(2x) 4+ cog2x))2 sin(2x) 0
fo(x) =€ <2 sin(2x) sin(2x) + (sin(2x) 4+ cog2x) ) (cog 2x) — sin(2x))>) - (e")

Allgemeine Losung des inhomogenen Systems:
Es ergibt sich

f(x) = F1(x) +raf2(x) + fp(x)

—ex( r1(cog2x) + sin(2x)) — ro2sin(2x) )
~ 7 \r1sin(2x) +ra(coq2x) — sin(2x)) 4+ 1

mitry,ro € R beliebig.
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Aufgabe 3: (10 Punkte)
Gegeben ist die Menge

B:={(xy) €eR?|0<x0<yy<x’y<—x+2}

und die Funktionf durchf(x,y) = x+y fur (x,y) € R

Bestimmen Sie:
//f(x,y)dxdy
B

Losungsvorschlag zu Aufgabe 3:
Weil ausy > 0 undy < —x+ 2 folgt, dassx < 2, kann marB wie folgt als Normalbereich
schreiben:

B={(xy) € R?|0<x<2,0<y<min{x, —x+2}}.

2
Nach dem Satz von Fubini ist wegen rfwd, —x+ 2} = { )ix+2 ig E’ g

//f(x,y)dxdy: /()1/0)(2(x+y)dydx+/12/()X+2(x+y)dydx
B

_/ [xy+ ] dx+/ [xy+ 2Lmdx
/( >dx+/ (2x X+E—2x+2>d

SRS

4 6
1 1 4 1 71
27107378 %760

Prof. Dr. B. Kaltenbacher Seite 6 von 8



Prifung in Hohere Mathematik 111 4. Méarz 2008

Aufgabe 4: (13 Punkte)
Gegeben ist das Vektorfeld:

CRA2 2 (X 2X1

(a) Stellen Sie Phasen-Differentialgleichungssysteme agdifyjgwvinnen Sie damit ein erstes
Integralu auf (R*)2.

(b) Bestimmen Sie die Integralkurven des dugofpegebenen autonomen Systems.

(c) Verifizieren Sie durch Einsetzen, dass in derdatn erstes Integral ist.

Losungsvorschlag zu Aufgabe 4:
(a) Die Phasen-Differentialgleichung lautet

da  gi(ax) 4
dx  g2(x1,X2) X2

Diese wird mittels Trennung der Veranderlichen gelost:

1 dX1 1
- My :/—d
4% dxo * X2 %

1
also Zln IX1| = In|x2| 4 const

also mitxy > 0, X > O: = const

X1
X
Mogliche erste Integrale sind damit die folgenden Funldian

u(X1,X2) = Inxg —4Inx

X1
V(xe, %) = &
x3

(b) Das zug zugehérige autonome System lautet
X1\ _ (Ga(xa(t),xe(t))) _ [2a(t)) _ (2 0) (x(t)
<X§(t>> B (gl(xl(t),Xz(t))> a (%Xz(t)) B (0 %) (Xz(t>>'

t) , SO dass die

o

NI

Die LOsung dieses Systems liefert das Fundamentalsyét%zn) , (e

r1e2‘
(r295t>

Integralkurven durch

flrrq,ro > 0 gegeben sind.
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(€)
U(xa(t), X2 (t)) = Inxq — 4Inxp = In(r1€®) — In((r62)%) = Inry — Inrd

w0 5l0) = L = <r;2§>4 -1

also gilt sowohl$u(x (t), %(t)) = 0 als auch$v(xy(t), %(t)) = 0.
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