Ho6here Mathematik ITI WS 07/08
Losungshinweis Aufgabe 1 Klausur 1

1 1
322410243 (Bz+1)(2+3)°

Gegeben sei die Funktion f: C\{—3,—3} — C: f(z)

a) Bestimmen Sie die Residuen von f.

1
Nullstellen: z; = —3, 29 = —3
1 1
Mit g(2) = 322 + 10z + 3 und ¢'(2) = 62 + 10, Res(——, z;) = —— oder direkt:
) ) eI
1 1 1 1
R —3)=———=——0od = ——
sl 1) 1810 8 ? elr Ll
Res(f, —=) = — = oder - — -
sl =30 = S0 750 353l T 8
b) Berechnen Sie I(R) = § f(z)dzfir R=1,1, 4.
|z|=R
1 (1 T 11
c) Berechnen Sie J ?r da it Hilfe der Identitét cos 1( et
r n Sie J = [ ———— mit Hi r i r=—(e e
o D+ 3cosx 2
und der Substitution z = €@,
1 B 2
54 %(ezx —}—6_”) o 10+3<€2x _|_e—i:v) :
Mit z = €, dz = ie”®dx = izdx, dx = —zdz
z
—2i 1 dz s
ibt sich J = ——— —dz=-2i —— = —2I(1) = =
ergibt sich J = ¢ T . Zzil3z2+102+3 (1) =3

2=110 + 3(z + —)
¥

‘ Gesamt: 7P ‘




Ho6here Mathematik ITI WS 07/08
Losungshinweis Aufgabe 2 Klausur 1

Gegeben sei die Fliche D = {(z,y,2) € R? : 22 +y?> <4, z =4+ 22y } und das Vektorfeld

a)

b)

_%y
U(x,y,2) = ta . (m,y,2) €R?.
2+xy—%z

Bestimmen Sie den nach oben weisenden Normalenvektor 7 von D (in xyz-Koordinaten).
Berechnen Sie damit den Fléacheninhalt von D.

—0x(4 + 2zy) —2y
z=f(r,y)=4+220y = ii(z,y)=|-0y(d+2zy) | =|—-22
1 1

Damit folgt fiir den Fldcheninhalt von D (mit Polarkoordinaten):

2T 2
F(D) = //\/4x2+4y2+1dxdy:/ / VAr2 +1-rdrdye
=0 Jr=0
D

m 3
— (172 = 1).
o (17—

r=0

Geben Sie eine Parametrisierung 7 der (bzgl. der zy—Ebene positiv orientierten) Randkurve
C von D an und berechnen Sie direkt das Kurvenintegral [ ¢(7) - di lings C.
c

Parametrisierung:
2cos
() = 2sing , 0<p<or
4 4+ 8cospsinp
Kurvenintegral:
or [ —sine —2sinp
/17(7’_)-0[77 = / cosp | - 2cos ¢ dy
© =0 0 8 (cos? ¢ — sin® )

2
= / 2dp =4n
=0

Bestitigen Sie mit Hilfe des Satzes von Stokes unter Berechnung des Flusses von rot ¢ von
unten nach oben durch D das Ergebnis aus c).

x
rotv = | —y
1

Es gilt:

Mit dem Satz von Stokes folgt

/ﬁ(ﬂ-d? = //rotﬁ-ﬁdxdy
c
D

2w 2
= / / 1-rdrdp =2m-2=/4r
=0 Jr=0

‘ Gesamt: 13P‘
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Die Funktion f mit
fir v=-m

fir —r<x<0
fir 0<zxz<m

fz) =

fir z=7

NRB Ol

werde 2m—periodisch fortgesetzt.

a) Skizzieren Sie den Graphen von f im Intervall [—2m, 27].
Yy

- T x

b) f soll in eine Fourierreihe f entwickelt werden. Bestimmen Sie die Fourierkoeffizienten ay,,
b, fiir k =0,1,2,... der zugehorigen Fourierreihe

~ a © .
flz) = 50 +;akcoskaj+bksmk‘x.

1 ™ ™
Wegen f(z) =0 fir —7 < 2 <0 gilt ay = — [z coskadz und by = = [ 2 sinkz dz.
To 0

1 ™ 1 m27r T
CLOI;fO xdmz;[7]0:§
ak:lfxcos/’md:c:i[msin/’m]”——fsink:calm:Ovti[cosk:calx]7T
0 km 0 mk mk? ’
(1) -1
k2
1 —1 ™ 7 —1)k* 1 ™
b = }fo rsinkrdr = %[xcoskx}o +k_7rOfCOSkxd$: ( k) + W}{Q[sinkx}o
(_1)k+1
Tk

Wo gilt f(x) = f(z)?
In den Sprungstellen konvergiert die Fourierreihe gegen den Mittelwert der Grenzwerte. f
ist schon so definiert, dass f(z) = f(x) Vx € R gilt.

c) Bestimmen Sie durch Auswertung der Fourierreihe an der Stelle z = 0 den Wert der Reihe
= 1
(2k+1)%

k=0

< T l=(-1D)f=1 7 -2 0 -2 0 =2
f(O):OZZ_‘_%ZT:Z_FT_‘_?_‘_?_‘_?_‘_?_F”'



A 00 00
d) glz) =22+ A,cosnz+ 5. B,sinnz

2 n=1 n=1
Wegen cos(—kz) = cos(kx) und sin(—kx) = — sin(kx) gilt
1 A o0 1 o0
“(g(z) + g(—2) = =2+ > Apcoskz und =(g(z) — g(=x)) = 3 Bysin kz.
2 2 g3 2 k=1
0 (_ )k—l—l
e) Welche Funktion wird durch die Reihe ) sin kx dargestellt?
k=1
00 (_ )k+1 00 1
Es gilt: Y ~————sinkx = ) bysinkz = §(f(x) — f(—x)).
k=1 k=1
) 0 fire=-m
§(f(:1:)—f(—:£)): 5 fir —m<z <7
0 fire=n

|Gesamt: 12P|
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Gegeben sei die partielle Differentialgleichung

a)

b)

d)

f)

g)

(32 — 2t)y, + (22 — 3t)y; + 2(t* — 2%)y = 0.
Bestimmen Sie das charakteristische Differentialgleichungssystem:
&=
i~z

d 3x — 2t
Bestimmen Sie daraus die Phasen-DGL: ar _ |22
dt 2x — 3t

Bringen Sie diese DGL in die Form p(z, t)dzx + g(x,t)dt = 0 mit Funktionen
p(z,t) =2x —3t und q(z,t) = .

Bestimmen Sie die fiir die exakte DGL in (c) eine Potentialfunktion u (also mit u, = p und
U =q):

u(x,t):‘xQ—BxiH—ﬁ‘

Ergénzen Sie u(x,t) durch v(z,t) = ot zu einer auferhalb der Winkelhalbierenden umkehr-
baren Substitution, und berechnen Sie mittels der Kettenregel:

Yr = Yu - | (22 — 3t) —l—yv-
Yo = Yu | (2t = 32) |+ y, - [7]

Reduzieren Sie damit die gegebene PDG auf eine gewohnliche DGL (bei festgehaltener Va-

riable u):
Yo =

Bestimmen Sie aus der allgemeinen Losung der DGL in (g) die allgemeine Losung der gege-
benen PDG:

y(z,t) = A(x® — 3at + t?)e™!

‘Gesamt: 12P‘
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Gegeben sei die Matrix A und der Vektor b mit mit

-1 0 1 . 1
A=|3 2 3 und b:= |0 (x € R)
1 0 -1 1
a) (i) Die Eigenwerte von A sind: \; = 0 , Ay = 2 , A3 = | -2
1 0 -1
(ii) A besitzt die Eigenvektoren: o) = |[ =3 | |, th = 1 , Ug = 0
1 0 1

(iii) Die allgemeine Losung des homogenen Differentialgleichungssystems ¢'(x) = A - ¢(x)

lautet
1 0 —1
g’hom(x) = C1 -3 + 0262‘70 1] + 036_2I 0 , C1,Co,C3 € R
1 0 1

b) Bestimmen Sie fiir das inhomogene System
jJ'(@) = A-gj@)+b-e7" (1)

eine partikuldre Losung mit Hilfe eines geeigneten Ansatzes.

Ansatz: y,(z) = G- e "

Damit ergibt sich eine partikuldre Losung zu:

c) Geben Sie alle Losungen des inhomogenen Systems (1) an.

yla) = Ynom (@) + ()
—2
d) Fiir welchen Parameter d € R und welche der Losungen aus a) gilt lim e??g(z) = | 0 |?
Tr—0Q0 2
1
d=1|2 |, ylx) = —2e 2 | 0
—1
|Gesamt: 12P|




