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Gegeben ist die rekursiv definierte Folge (u,), n =0,1,2... durch

a)

b)

Uy =2, U, =05— n=172 ...

Up—1
Zeigen Sie: 1 <u, <4 firn=0,1,2,....

1 < wuy < 4, Induktionsannahme: 1 < u,, < 4.
4 4

4
| —5— — <5--=4
5 1 <Un+1 5 un<5 1

Zeigen Sie: die Folge (u,) ist streng monoton wachsend.
4
U1:5—§:3:>U1—U0>0,

Wir verwenden vollstdndige Induktion: u; > ug.

Induktionsannahme: u,, > u,_1 .

4 4 Up — Up_1
U1 — Up = — S oynm by
Un—1 U, Up—1Un

4 Sl — 4 — u?
Alternativ: ug =2 > 1. Upy1 —Up =5 — — — Uy, = ——n "
Unp Up,

Der Zahler ist positiv fir 1 < u,, < 4. Dies folgt aus a).

Begriinden Sie, dass die Folge konvergiert und berechnen Sie den Grenzwert der Folge.
Die Folge ist monoton und beschrénkt, also konvergent.

Wegen lim u, = lim u,41 = u gilt u> —5u+4=0= uro = 1,4.

Mit ug = 2 und der Monotonie muss der Grenzwert v = 4 sein.
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Bestimmen Sie

a)

b)

o d
| —=——— mit Hilfe der Substitution u = \/z,
0

Va(l +x)

0 dx o 2udu * du
=, dr=2udu= [—i—= [ —— =2 = 2arct > =
r =% dr=2udu ofﬁ(1+$) ‘()fu(l—i—uQ) Ofl+u2 arctanu|, =7
j? dx
1221+ )
a b c
Partialbruchzerl ==+ —
artialbruchzerlegung P :v+:172 T2
1
Grenzwertmethode: b = =1,c=— =1
14 xlz=0 22 le=—1

1 1

a bestimmt man schnell durch Einstzen eines Wertes, z. B. © = 1: §:a—|—1+§:>a:—1
®  dr o0 1 1 1 1\ |4
—_— = —— 4+ =4+ —— ) dr =1 —1 In(1 ——‘
‘[:L'Z(l—i—:c) lf( x+x2+1+x> x Al_rgo( nz +In(l + x) a:) X

1 1\ A
— lim <1n ““"——) —0-In2+1=1-In2
A—o0 xT T 1
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Gegeben sei die Matrix
3+a 1—a 0
A=|1—a 3+a 0| mitaeR.
0 0 4

a) Bestimmen Sie zum Eigenwert A = 4 zwei Eigenvektoren fi und f; der Matrix A mit ﬁ il fé

—1+a 1—a 0 . . .
A—4F = l-a —-14+a 0 f:0:>f1:(1,1,0)T, fQZ(O,O,l)T
0 0 0

b) Geben Sie einen von fl und f; linear unabhéngigen Eigenvektor f; von A und den zugehori-
gen Eigenwert an.

fo=fix fa=(1,-1,007, Afs = (2+20)f; = \s =2+ 2a

c) Geben Sie eine Orthogonalmatrix S und eine Diagonalmatrix D an, so dass STAS = D gilt.

L (101 4 0 0
S=—11 0 -1|, D=[04 0
\/50\/50 00 242

d) Gegeben sei eine Schar von Quadriken durch
Qo: (B4 )2+ (34 a)rd + (2 —2a)rwy + 423 =1.

i) Bestimmen Sie die Normalform dieser Quadriken beziiglich der Koordinaten & = Sy.
Mit 7T AZ = 1 und 7 = S7 ergibt sich
4y +4y3 + (24 2a)y3 = 1.

ii) Fiir welches « ist @, eine Kugel? a =1

iii) Geben Sie den Typ von Q_; an: 4y? + 4y3 = 1 — Kreiszylinder
e) Wie lautet die Gleichung der Ebene z; = 1 im {ﬁ, o, f;;}—System?

F=S7 1
(1,0,0) - (21,22, 23)" = 1 =¥ (1,0,0)5 - § = L0 =1 s =2
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Cegeben sei die Funktion f: R — R durch f(z) = (1 — 22)e "

a) Symmetrie: Es gilt f(—x) = f(z), also Achsensymmetie zur y-Achse.
Nullstellen: f(z) =0« 1 — z? = 0, die Nullstellen sind also +1.
Extremstellen:
Es gilt f/(z) = (1 — 22) - (—22) — 22)e™"" = (—da 4 22%)e " = 2z (2 — 2)e .
Als Extremstellen kommen somit 0 und ++v/2 in Frage.
Nun kann man mit Vorzeichenwechsel argumentieren oder mit der zweiten Ableitung
() = (—4a* + 1422 — 4)e ™, f"(0) = —4 < 0, f"(£v2) = (=16 4+ 28 — 4)e™2 > 0. Die

Funktion f besitzt somit an der Stelle 0 ein lokales Maximum und an den Stellen +1/2 lokale
Minima.

b)

Es gilt lirin f(z) =0, da linIEl e =0
und lim 22e*" =0 wegen lim ye™¥ = 0.

r—+00 Y—00

c) Entwickeln Sie die Funktion f in eine Potenzreihe um z = 0.

00 (__2\n © (1" 2n < (—1)" 2n+-2
flz)=(1—2%)e™ = (1 xQ)nZO—( ;f!) ano—( 7)1!37 —nZO( )n;!E
B 0o (_1)nx2n %) (_1)nx2n B oo . 1 1 .
_,;::0 n! +n;1 (n—1)! _1+nz::1(_ ) (E_F(n—l)‘ 2’
:1—1—;::1(—1) oy x?
’Gesamt: 10P\
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Bestimmen Sie das Minimum der Funktion

f R =R:(z,y,2)— 42> +2
auf der Schnittkurve des parabolischen Zylinders Z : z + y? = 0 und der Ebene £ : 2y — z = 1.
Lagrangefunktion: L(z,y,z, A\, p) =42 + 2 + Az +y*) +n(2y — 2 — 1)

Notwendige Bedingung fiir Extrema: L, = L, = L, = 0 und Ly = L, = 0 (Nebenbedingun-
gen).
L.,=1-p=0, L,=2\y+2u=0, L, =8x+A=0
= pu=1, Ay=—-1(~y#0!), 8 =—-A\

1 1
—= A=—, 0= —.
y 8y
Zusammen mit den Nebenbedingungen folgt daraus
! d z+y*=0 = ¢ L L !
8y 4 Yoy T VT Ty 4

1
Als Kandidatén firadas' %g(trg%g ﬁaﬁe}l Wit also :de?lzPunkt P(—1 -1, -2). f nimmt in P den

1)

Wert 4 4% - 2= —% an (Nachweis, dass ein Minimum vorliegt, wird nicht verlangt).

|Gesamt: 8P|
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Gegeben sei das von den reellen Parameter ¢t und ¢ abhéingige lineare Gleichungssystem

—X1 +

- + (2—t)zy —

3t£ll'2 =
21’2 + (Z—t)xg =
tCL’g =

()

a) Geben Sie die Determinante der Koeffizientenmatrix A von (x) in Abhéngigkeit von ¢ an.

det(A) =

b) (%) besitzt fir ¢t # | 1

c) (%) besitzt firt = | 1

Diese sind gegeben durch:

T
T2
T3

81
Il

42 — 8t + 4

genau eine Losung.

und ¢ = 3 unendlich viele Losungen.
0 3
= Il + s 1 (s € R)
0 -2
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