Losungen zur Vordiplomteilpriifung Mathematik fiir inf/swt 29. 02. 2008

Aufgabe 1 (3 Punkte) Man formuliere die Negation der folgenden Aussagen:

1. Alle Deutschen mogen Bier.

Es gibt einen Deutschen, der kein Bier mag.

2. Wenn Stuttgart absteigt, dann geht die Welt unter.

Stuttgart steigt ab, und die Welt geht nicht unter.

3. Es gibt einen Fuflballer, dem alle Schiedsrichter unsympathisch sind.

Jedem Fufiballer ist ein Schiedsrichter nicht unsympathisch.

Aufgabe 2 (6 Punkte) Man gebe alle invertierbaren Matrizen der Gestalt

I 11
A= i) 10
T3 11

mit 1, o, x3 € {0,1} an.

Losung zu 2 A ist genau dann invertierbar, wenn die erste Spalte keine Linearkombi-
nation der beiden letzen Spalten ist. Die einzigen Moglichkeiten, aus den beiden letzten
Spalten von A eine Spalte mit nur Nullen und Einsen als Eintrigen zu erzeugen, sind:
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mit (A, 1) € {(0,0),(0,1),(1,0),(1,—1)}. Dies erzeugt alle Spalten mit x; = x3 (und
Eintrdgen nur Null oder Eins). Somit ist A genau dann invertierbar, wenn die erste
Spalte eine der folgenden vier ist:

1 1 0 0
1], (o], (1
0 0 1 1

Andere mogliche Antwort: Aus detA = x1 — x3 # 0 folgt die obige Wahl der Spaltenvek-
toren.



Aufgabe 3 (8 Punkte) Man bestimme fiir die Matrix

1 00
A=| -1 -2 1
0 -2 1

das charakteristische Polynom P4()), die Eigenwerte A;, j = 1,2, 3 und Eigenvektoren
v, 7 =1,2,3, sowie eine Matrix M sodal M~'AM = diag(\1, A2, A3).

Losung zu 3 ps(A\) = (1 = M)A1+X), Ay =1, 0 =0,\3 = —1,

1 0 0
v = 0 , U2 = 1/2 , Vs = 1 s M:(’Ul V2 Ug).
1 1 1

Aufgabe 4 (243+4 Punkte) Man begriinde, ob die folgenden Reihen konvergieren
oder divergieren.

Losung zu 4

Ja  Nein Begriindung

> i3 x keine Nullfolge!

n=0

0o (n')22n . L. 2(nt1)?

Z (2n)! S Quotientenkriterium: |a,41/a,| = T DT = 1/2
n=0 '

00 2n! ) . ) L X
Z (2n)n X Quotientenkrit.: |an+1/an| = 5(1 + E) no_, L
n=0

Aufgabe 5 (8 Punkte) Die Funktionenfolge (f,)nen sei definiert durch

" cos(kx)
kekz

fn:1Io=10,100] = R, f,(z)=

k=1

Losung zu 5

a) Konvergiert f, auf Iy gegen eine Funktion f : Iy — R? (ja oder nein);  nein




Begriindung: fn(0) — oo, harmonische Reihe

b) Man bestimme das (eindeutige) maximale Intervall Iy C Iy sodaB f,, auf I; punkt-

weise gegen eine Funktion f : I; — R konvergiert. | I; = (0, 100].

¢) Man bestimme ein Intervall I, C Iy sodaB f, auf Iy gleichméfig gegen f konver-
giert. | [y = [¢,100], € > 0.

Aufgabe 6 (6 Punkte) Man berechne die Grenzwerte

1—-%-—cosx
a) lim 27. b) limzlnz c) lim cxhz
10 xsinz 250 S
2
Losung zu 6 a) lim 1o cose UH . —adsing UH “ltcosz  _ ()
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Aufgabe 7 6 Punkte Man berechne die Stammfunktionen

a) /e‘ac cos(bx) dx b) /2x cot(z?) dx

Losung zu 7 a) [ e cos( 5:6 dx = —cos(bx)e ™ — 5 [sin(sx)e " dx
= —cos(bz)e™ + Hsin(bx)e™* — 25 [ cos(bx)e * dx

— 26 [ cos(bx)e " dx = (5sin(5x) — cos(5x))e_m + C, also

[ e cos(5x) du = 55 (5 sin(5z) — cos(5z))e ™ + C

b) [ 2z cot(2?) dx
Substltutlon t =22, d— =22 — dx = 1 —dt und da cott = Smf ist
[ 2z cot(x )dx—fCOStdt ln|smt|+C In|sinz?| + C

sint

Aufgabe 8 (7 Punkte) Man bestimme Lage und Art der lokalen Extrema von

f(z,y) =2"+y° — Say.

Lésung zu 8 Vf=5(1'—y,y'—2)=0=y=2'= 2% -1)=0= (z,y9) = (0,0)
oder (z,y) = (1,1) sind kritische Punkte. Die Hessematrix lautet:

2023 -5
Hf(*ray) = < -5 20'3/3) .



Fiir (z,y) = (0,0) ist die Hessematrix indefinit, die Eigenwerte von H(0,0) sind +5.
Es gibt keine Umgebung von (0,0), wo f(z,y) > 0 oder f(z,y) <0 ist.

Fiir (z,y) = (1,1) ist det Hf(1,1) > 0 und f,,(1,1) > 0. Daher liegt ein Minimum vor.
Andere Begriindung: die Hessematrix ist positiv definit.

Folgerung: Im Punkt (0,0) besitzt die Funktion f ein lokales Minimum: f(1,1) = —3.

Aufgabe 9 (8 Punkte). Man bestimme die allgemeine Losung des Differentialglei-
chungssystems:

Y1 5 —6 —6 (1
yé = -1 4 2 Y2
y:/a 3 -6 —4 Y3
Losung zu 9
Ansatz:
Y1 U1
Y2 = (%) €At. (1)
Y3 U3

Falls (A, v) Eigenpaar der Matrix A ist, dann ist (1) Losung des Differentialgleichungs-
systems.
Berechnung der Eigenpaare:

5—A —6 —6
PaAAN)=| -1 4-Xx 2 = N5 -8 +4=(1-N2-X)?=0
3 -6 —4-A
Eigenwerte: \; =1, Ay = A3 =2
3
Eigenvektor zu Ay = 1: vi = | —1
3
Es gibt 2 linear unabhéngige Eigenvektoren zu Ao = A3 = 2 :
2 2
Vo = 1 , Vg = 0
0 1

= y(t) = cretvy + ce®vy + cze?lvy ist die allgemeine Losung.



