Prifung in Hohere Mathematik 111 1. September 2008

Ldsungsvorschlage zur Klausur
fur mach, umw, fmt, bau, immo, tema, und zugehérige Technikgdagogik

Aufgabe 1: (8 Punkte)

Gegeben ist
00 -1 0 0
|10 0 -1 |1
A=110 0 o V= 1lo
01 1 o0 1
Bestimmen Sialie Losungf des Differentialgleichungssysteis= AY, die das Anfangs-

wertproblemf (0) = v [st.

Losungsvorschlag zu Aufgabe 1:
Rezept 14.2 zur Losung des Anfangswertproblems:

0 0 0
11 -1 2 | —1
V= ol Av = o | Av= 0

1 1 -1

v, Av sind linear unabhangig, Av, A%v sind linear abhangig:
Av4+v=0 ~  y'+y=0(HLDGL,)

Bestimme Losung vofHLDGL,) mit den Anfangswerten f,—/(O) — Vi _ j=1,...,4:
f{(0) = (Av);

Fundamentalsystem fiiHLDGL):
Polynom p(&) = €2+ 1 hat keine reellen Nullstellen. Daher bilden gemaR Hitisg.7
cogx),sin(x) ein FS fur(HLDGLy).

Zugehdorige Wronski-Matrix M(X) = (—C(s)f%)() ::)ns<()>(())) M(0) = (é 2)

Damit hat die gesuchte Losung des Anfangswertproblemsaie F(x) =r {cos(x) + r%sin(x)
mit (r1,r})T Losungen der linearen Gleichungssysteme

1 0\ [r P 0 1 0 1
11 R _ 1_ 2 3 _ 4
(0 1)<rg>_b’ J=1...4, b_(o)’b _(—1)"0 _(o)’b _(1)’

also
fi(x) =0, fa(x) =cogx)—sin(x), f3(x)=0, fa(x)=cogx)+sin(x).

Damit ist
0

cogx) — sin(x)
0
cogX) + sin(x)
die Losung des Anfangswertproblems fiir das Differentetdiungssystem.

fx) =
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Aufgabe 2: (22 Punkte)
Gegeben ist die Differentialgleichung

Y =2y +y=2e—&(1+x)sin(x).
Bestimmen Sie den Losungsraum.

Losungsvorschlag zu Aufgabe 2:

homogene LAsung:

Polynomp(&) = &2 —2& +1 = (£ — 1)%. Nach Hilfssatz 12.6 bilden die Funktiones¥, xe*
ein FS des Losungsraums.

inhomogene LOsung, Ansatzfunktionen:

Losen der inhomogenen DGI mittels Superpositionsprin3i®1 h(x) = hy(x) + ha(X).

zu hy(x) = 2e*

Verwende Rezept 13.6 ni(x) = 2,d =0, u = 1. Wegenp(u) = 0 liegt Resonanzfall vor.

p(&)=PE)(E-DMmitm=2,p(§) =1 ~ Ansatz fp(x) = x2spe’.
Einsetzen in DGI mihy(x) als Storfunktion ergibt

2e* = (%) — 2fp (%) + f (%)
= X250 € — 2 { 2x50 € + X250 €} + 250 € + 4x5p € + X’ "
= 5€4(0x% 4+ 0x +2)

Damitistsy=1und fp(x) = x%€".

zu hp(x) = —(1+x) sin(x)e*:

Verwende Rezept 13.8 mifg(X) =0,02(x) =1+x,d=1,0=1,u=1.

Dar (&) = (£ —1)?+1 kein Teiler vonp ist, liegt der Nicht-Resonanzfall vor.

~»  Ansatz fpz(x):{(51x+so)sin(x)+(t1x+t0)cos(x)}ex.

Einsetzen in DGI mihy(X) als Storfunktion ergibt

ho(x) = foa(x) — 2f () + fo(%)
= {(s1x+ S0) Sin(X) + (t1x+tg) cogx) } €
— 2{s15in(X) + (s1X+ Sp) cOX) +t1 cOX) — (t1X+ tg) SiN(X)
+ (s1X+ Sp) SiN(X) + (t1x+to) cogx) } &
+ {s1c0gX) + 51 COgX) — (S1X+ Sp) SIN(X) — t1 SiN(X) — t; SiN(X) — (t1X+to) COYX)
+ 2[5 Sin(X) + (s1X+ So) COY(X) +t1 COX) — (t1X+to) SiN(X)]
+ (s1X+ Sp) SiN(X) + (t1x+to) cogx) } &
= {—(s1x+ S0+ 2t1) sin(x) — (tax+to — 251) cogx) } €*

Koeffizientenvergleich liefert & sp+2t;, 1=s1, 0= —to+ 25, 0=,
alsosg=1, s1=1, tp=2,tp =0und fpo(x) = {(1+x)sin(x) +2cogx)} €.

Prof. Dr. B.Kaltenbacher Seite 2



Prifung in Hohere Mathematik 111 1. September 2008

Partikulare Losung nach dem Superpositionsprinzip:

fo(x) = for(X) + fpa(x) = {¥*+ (1 +x) sin(x) +2cogx) } €

inhomogene Losung, Variation der Konstanten
Ansatz der Variation der Konstanten fuhrt auf das Gleiclssggtem

(& @2%0e) (369) = (ez-a i)

Umformungen ergeben

(é i) (é%ii) - ((2— <1+Ox>sin<x>>>

Die L6sung dieses Systems ist

:/—2x+(x+x2)sin(x) dx = —x% — (X% +x— 2) cogx) + (14 2x) sin(x),

= /2— (14+x)sin(x)dx = 2x+ (1+x) cogx) —sin(x).
Man erhalt also die partikulare Lésung via

fp(x) = c1(x) - €+ Ca(x) - x€°
= {X®+ (1+x)sin(x) + 2cogx) } €

Losungsraum der inhomogenen DGI.

{r1€+roxe + {x*+ (1+x)sin(x) +2cogx) }&* | ry,rp € R}
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Aufgabe 3: (15 Punkte)
Gegeben ist die Menge

B:i={(xy) e R?|¥*+y* <1x+y<1}

und das Vektorfeld
g: R* = R%: (xy) — (C+y(y—1),X).

Die mit einer positiv orientierten, reguldren Parametnsng versehene Randkurve vBrsei
mit K bezeichnet.
Bestimmen Sie:

/K g(s)ds.

Losungsvorschlag zu Aufgabe 3:
Variante: direkte Losung

B
/ g(s)ds= / g(C(t))-C/(t)dt
K o

Kurvenparametrisierun@ : [—37",1] — R?

[ (codt),sin(t)) te[-32T 0) 1n [ (—sin(t),codt)) te[-32T.0)
q”‘{a—u) te[0) Cm—{( 1

Damit ist
| a(9ds— /_Ogn/z (cos(t)2+sgg(st()t§sin(t) - 1>) | (—C 2:5;)) dt
N LAa-t)2+tt-1)\ (-1 at
00 ( 1—3;&; >sin((t)1) Lraz—3t+1\ (-1
e (Cooit) Coody ) aor (2 207) ()
:/O (—sin(t) +sir?(t) + cog(t)) dt+/0l (—2t%+2t) dt
1
0371/2+2{t§2_t§3}0

3T 1 1 4 3T
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Variante: mit Satz von Green

/Kg(s) ds://l(rotg)(x,y) dxdy

mitl =B = B1UBy, BiNBy =0,

81— {(rcosi¢).rsin() [r e (0.1), ¢ € (5.2m)} .
Bo={(xy)[x=0,y>0, x+y<1}
sowie

0% 001
ax - (X,y) ﬁ_y

Polarkoordinaten-Transformation fBg fuhrt auf

rotg(x,y) =

w(0,1) x (2,2n) o B1: (r¢)— (rcoge),rsin(¢)),

cog¢) —rsin(¢)
detdy(r, ¢) = det(sm(d)) rc08(¢)>:

Damit ist das gesuchte Integral

//| (rotg)(x,y) dxdy = // 2(1—y)dxdy+ // 2(1—y)dxdy
_// 2(1—rsin(¢ )rd¢dr+/ /1_
:/0 [2(r¢ +12 cos(¢)]n/2dr+/o 2(1-y)
:/01(3rn+2r2)dr+/012(1—y)2dy

am? 231t [—2(1-y)*1t 4 3n
= |5 +5 | || =
2 3, 3 |, 3 2

(xy)=1-(2y—1)=2(1-y).

(1—y)dxdy

xlp ¥ dy
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Aufgabe 4: (7 Punkte)
Gegeben ist das Vektorfeld:

2 2. (X1 e
g: R — R~: (X2> — (2X1>

Stellen Sie Phasen-Differentialgleichungssysteme adfgewinnen Sie damit ein erstes
Integralu auf R?.

Losungsvorschlag zu Aufgabe 4:
Losungsweg a)
WahleB = {(x1,%2) € R? | x, # 0}; dann istgx(x) # O fur allex € B.

2
PhasendifferentialgIeichungssystem(?ﬁ = M = i
oX2  Qo(X1,%X2) 2%

Dieses wird mittels Trennung der Verénderlichen gelost:

/2X1dX1: /eX?dxz

also X2 = €2+ cong.

Ein mogliches erstes Integral ist damit die Funktiom(x,x2) = x% —eX,
und zwar sogar auf gariz?.

Losungsweg b)
WihleB = R?; dann istgy (x) # O fiir allex € B.

. . . dXz gz(X]_, X2) 2X1
Phasendifferentialgleichungssystem-—= = =—=— "~ — —_—
J 958y ox1  Oi(x1,%2)  €x

Dieses wird mittels Trennung der Verénderlichen gelost:

/eXZdXZ = /2X1dX1

also €2 =2+ const.

Ein mogliches erstes Integral ist damit die Funktiomi(xy, Xp) = €% — x2.
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Aufgabe 5: (8 Punkte)
Gegeben ist die Funktion

1
f:R—R: X— n+2cos(§x) .
Entwickeln Sief in eine Fourier-Reihe. Geben Sie hierzu eine Definition dairieo

Koeffizientenag sowieay, undby, fir me IN an, und bestimmen Sie diese explizit.

Losungsvorschlag zu Aufgabe 5:
f ist nicht 2T-periodisch:

X+ 211
2

f(x+2n):rr+2cos( >:n+2cos<)—2(+rr)—n Zcos( );Af()

f ist 4r-periodisch:

X+ 41

f(x+4mn) = n+2cos< ) = rr+2005<)—2( +2n) =TT+ 2003(12() = f(X)

Setze alsa = 271. Die Definition der 2r-periodischen Fourierreihe ist (mjff = J):

f(x ):@+ Z (ancos< 2)+bn5|n<nzx>>

Die Funktionf hat bereits die Form einer Fourier-Reihe. Die Fourier-Kagffiten lassen sich
also direkt ablesen. Alternativ kdnnen sie nattrlich diRelthnung bestimmt werden:

am—i/znf( )cos( 2)dx

2/ (1+ COS 2>>COS< )dx_/_i(lJr%coS(E))COE(mf)df

2m+0=2m m=0

:/ncos(mf)dEJr%/n cog&)cogmé)dE ={ 01 2m=2 m=1
o " 0+0 m> 2

bm:i/znf( )sm( > ) dx
2/ (1-1— cos 2>)S|n(2>dx /_7;(1+7—2Tcos(f)>sin(mf)df

:/ sin(mE)dE+%/ncos(f)sin(mf)df:O me N,
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wobei wir die Orthogonalitatsrelationen

/n sin(mx) sin(nx) dx = { g ];ﬂrr:; : € RNo } = /n cogmx) coq nx) dx

—TT

T
/ sin(mx) cognx)dx =0 mne N,

—TT

/nsin(mx)dx:/ncos(mx)dx:o me N

—TIT -1
genutzt haben.
Einsetzen liefert tatsachlich

f(x):%+alcos(1?x)+05|n( )+ S (Ocos( >+03|n(nzx>)

n=
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