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Sei B der durch die Ellipsen 22 4 4y% = 4 und 22 + 4y* = 16 sowie die Geraden y = x und y = 0
eingeschlossene Bereich im ersten Quadranten der xy-Ebene.

a) Losung: Der durch die Ellipsen x* + 4y?> = 4 und 2 + 4y?> = 16 und durch die beiden

b)

Geradeny = x undy = 0 begrenzte Bereich B ist Bildmenge der Transformation x = 2r cost,
y = rsint mit dem Urbildmenge B*. B* wird begrenzt durch r = 1, r = 2. Die untere Grenze

des Winkels ist t = 0, die obere ergibt sich aus der Steigung der ersten Winkelhalbierenden

2U
int 1
lzng: e = —tant = t=arctan2~1,11.
xr  2rcost 2

(Achtung: Da in elliptischen Koordinaten gerechnet wird, ist die Variable t nicht als Winkel
zu interpretieren)
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Berechnen Sie die Jacobi-Determinante der Transformation.

Losung: Berechnung der Funktionaldeterminante mit Hilfe der Jacobi-Matrix:

Jx Ox

detJ = det or 0t | _ det 2 (.jOSt “2rsint ) 2r(cos®t +sin*t) = 2r
dy Oy sint rcost
ar Ot

Berechnen Sie das Integral / / ﬁy@ﬂ dF .
B

Losung: Mit den elliptischen Koordinaten x = 2r cost, y = rsint und der Funktionaldeter-
minante det J = 2r folgt somit fiir das Bereichsintegral :

arctan2 2

Ty 2rcost rsint
— 2 _dF = 2r  dr dt
// x? + 4y? / / Ar2 cos?t + 4r2sin’t ~~~
B 0 1 =|det J|
arctan2 2 arctan 2 1 9
= / /rcostsintdr dt = / {5 rzcostsint] dt
0 1 0 !
arctan 2

3 arctan 2 3
Z costsint dt = |> sin’t - -
4 0 5
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Hierbei wurde verwendet, dass sin?(arctan o) = ¢%/(1 + ¢?).
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Gegeben sei der Korper
K :={(z,y,2) € R : |2| <2 + 4" < 1,[a| <y}

a) Skizzieren Sie das zweidimensionale Gebiet {(z,y) € R? : |z| < y,2* + y? < 1}.

1 1

b) Stellen Sie den Kérper K mit Hilfe von Zylinderkoordinaten (r, ¢, z) dar.

Losung: K = {(r,¢,2) 17 € [0,1],p € [Z,22] 2 € [-r2,r?]}

c) Berechnen Sie das Volumen V von K.

o [l
/ / / rdzdrdcp—§/ 2 r3dr
% 0

Loésung:

d) Bestimmen Sie den Schwerpunkt von K.

Losung: Aus Symmetrie-Grinden folgt: zg = x5 =0

3z 1
Vik-ys = / / / 7’81n<p7’dzdrd<p:/4 Singodgo-/ 27t dr
0
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= —Ccosy
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Aufgabe 3

Gegeben sei die Funktion

! (r <2,y #-3)

fx,y) =

sowie das Gebietsintegral

0
I::/
)

1

a) Skizzieren Sie das Integrationsgebiet.

Loésung:

B+y)-In(2—1x)

N

I—y

/

f(z,y) dx] dy.

1—y

b) Berechnen Sie I durch Vertauschung der Integrationsreihenfolge und Verédnderung der Gren-

Zelnl.

Losung:

flz,y)dyde = /_1 mln (3+w) .

2

dx

11—z

! 1

ﬁ(ln (4—2*)—In(2+7))dr

4_ 2 1
n xdx:/ lde =2
2+1’ 1
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2+ Yoz x
Gegeben sei das Vektorfeld F(7) = [ e® —sin®z | mit 7= |y
Yz z

Ferner sei K = {7|1 <a2?+¢y> <4, 2 <0< 2 <3}

a) Berechnen Sie: divF = 2o+ xy

b) Driicken Sie den Korper K in Zylinderkoordinaten (r, ¢, z) aus:

T=rcosp,y=rsing, z=2,1<r<2,2<p<E 0<2<3

cosep —rsing 0
Berechnen Sie die zugehorige Jacobimatrix: J = singp rcosp O
0 0 1

c) Berechnen Sie das Volumenintegral (Hier wird auch der Rechenweg bewertet!)

37
f7~2:1 J s fz3:0(27“ cos ¢ + 12 cos psin @)r dz de dr
3n 3n
. =3/ <2rsin © +lr2sin? | )rdr
///(divF)dxdydz: S 90% ? ng
—— ——
K -2 =0
2
=3 (42| =-48-1)=-28
r=1
d) Bestimmen Sie den Flidcheninhalt der Oberfliche von K: Flache(0 K) = 127 4+ 6
e) Bestimmen Sie das Oberflichenintegral: ¢ F(7) - do = -28
0K
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Gegeben sei das Anfangswertproblem
y'(x) + 2y (x) = e, y(0) =2, ¥'(0) =0 (%)

a) Bestimmen Sie Laplace-Transformierte der Losung y(x) von (x):

2 1

L(y)(s) = s TSt

b) Die Umkehrtransformation L™! ist linear. Zerlegen Sie L(y) mittels Partialbruchzerlegung
in Terme, fiir die Sie die Umkehrtransformation mit Hilfe der Tabelle durchfiihren kénnen.

1 1 1
2(s+2)?2 4(s+2)

L{y)(s) = *

c) Geben Sie damit die Losung von (x) an.

y(r) =
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a) Gegeben sei die Differenzialgleichung y” — 2y’ + 2y = 3e*sin2z (1)

i) Die allgemeine Losung der homogenen DGL lautet y, =| c¢1e® cosz + e sin x.

ii) Ersetzen Sie die rechte Seite der DGL durch den Imaginérteil einer komplexen Funktion

g : e’sin2z = Im g(z) mit g(x) = 1420z [besser: g(z) = 36(1+2z’)x]

iii) Bestimmen Sie damit eine partikuldre Losung von y” — 2y’ + 2y = g(x):

Yp = —e(1+2i)x [Ansatz: y, = ce1 207 = ¢ = —1]

iv) Wie lautet damit die allgemeine reelle Losung von (1)?

Y= yp — €¥sin 2z

b) Gegeben sei die DGL  2zdz + 2z2dy =0 (2).
i) Zeigen Sie, dass die DGL nicht exakt ist.
(22), =0 # (22), = 20

ii) Bestimmen Sie einen integrierenden Faktor g(y), der nur von y abhéngt.

g(y) geniigt der Differenzialgleichung | ¢'(y) = g(y)

Damit ist g(y) = e¥

iii) Die allgemeine Losung von (2) lautet damit | F(x,y) = 2% =C, C € R




