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Losungshinweis Aufgabe 1 Klausur 2 8555

Gegeben sei das Vektorfeld o(x,y, 2) == (22 + y> + 2,2 + 2,2% — y + 3) T sowie das Flichenstiick
Fr:={(z,y,2) e R:a?+y* < R?,z = R* — 2? — y*} (R € R fest).

a) Geben Sie eine Parametrisierung 7 der (bzgl. der zy—Ebene positiv orientierten) Randkurve

Cr von Fr an und berechnen Sie direkt das Kurvenintegral [ o(r) - dr lings Cp.
Cr

Losung: Parametrisierung von Cg: 7= (Rcosp, Rsinp,0)" (0 < ¢ < 2m)
Damit folgt
% = (—Rsinp, Rcosp,0)" sowie ¥(7) = (R?, Rcosp, R?cos? ¢ — Rsing +3) 7.

Somit gilt
2w 87—3 2m
/U(F) dr = / U(r) - —dp = / (—R*sinp + R? cos® p) dyp
0 Op 0
Cr
2
= R? / cos® pdp = R*m
0

b) Bestétigen Sie mit Hilfe des Satzes von Stokes unter Berechnung des Flusses von rot ¢ von
unten nach oben durch Fr das Ergebnis aus a).

Losung: In kartesischen Koordinaten: Berechnung der Normalenvektors 1 :

~ouf(zy)\ (2
z=f(r,y) =R —2*—y* = di(z,y)=|-0uf(z,y) | = |2y
1 1

Bestimmung der Rotation von v :

-2
rotv = | —2x +1
—2y+1

Mit dem Satz von Stokes folgt

/U(F)-df = //mtﬁ-ﬁdacdy
Fr

27 R
= / / (—47r cos o — 4r? cos psing + 1) - rdr dy
©=0 Jr=0

27 R
= / / rdrdp = R%r.
=0 Jr=0



Hohere Mathematik IIT WS 07/08
Losungshinweis Aufgabe 2 Klausur 2

Gegeben sei die komplexe Funktion f(z) =

a)

b)

d)

eiz

(1+2)2+1

Bestimmen Sie die Residuen von f.
Loésung: (z+1)?=—-1=z24+1=4i=21=—-1+1

i pi(=140) o=l pi(-1=1) i
R z2= Z = pum— " pum " 9 R _ _l = " f—
es fla=i 2(x +1) 2i 2i es —2i —2i
Sei
1R
e 7, die Strecke von —R nach R, 72
e 7, die positiv orientierte Halbkreislinie um 0
vom Radius R in der oberen Halbebene mit der YR=71172
Parameterdarstellung z = Re™ (0 < p < )
—R ! R
e und v = 1 + 72 (Siche Skizze).
Berechnen Sie [ f(2)dz fir R > /2 .
TR
Losung: Nur z; liegt innerhalb des Weges. Daher gilt mit dem Residuensatz:
| f(z)dz =2mi Res f|,, =me e = z(cos 1—isinl)
e
Zeigen Sie: lim [ f(2) dz‘ =0.
Ty,
L ' d | iR(cosg0+isin<p)|
osung: z = Re?, 0 < p < 7 : z<R7Tmax
Rn |echosgo6— smgo| T 1
= m < — 0 fir R — o0
|R262w + 2Rei? + 2| gip oy 2 o 1 2
m;n\e + = R + 72
—0
Bestimmen Sie nun Rlim [ f(2)dz und damit die Integrale
e 'Yl
® COS T sinx
_ dx und | —————dx
_L(l—i—:r) f (1+2)2+1
Losung: Wegen hm f f(z)dz =0 gilt lim f f(z)dz = f m dx
:(cosl—zsml = f%d Ecosl f%dx:—gsinl
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Sei g : [0, 7] — R mit g(z) = z(r — x).

a) Bestimmen Sie f so, dass

f(x):{g(x) fir 0<z<nm

g(—z) fir — 7 <z <0

gilt, also f eine gerade Funktion ist. Skizzieren Sie den Graphen von f.

Losung:
3,,
2,,
x(m—ux fir0<z<m 1+
flry= 4"
—z(r4z) fir —7<z<0 ‘ | | | | |
3 2 - 1 2 3

b) Bestimmen Sie die Fourierreihe der 2r—periodischen Fortsetzung von f.
Geben Sie die ersten 7 Glieder der Reihe explizit an.
Losung: Da f gerade ist, gilt b, = 0Vn € N

m 2\ s
:2 — 2d :2 e — RN
Tay Of(wx x%)dx (7?2 3>0 ( 3

™ 1 2 ™
=2 [ x( ) cos na, d = 2x(m — x) = sinnz|; —= [ (7 — 2z) sinnx
0 W v N n , Ny
f g ~
=0
2 1 ~ 4 2 2m
= ﬁ(ﬂ' - 2x)ﬁ cosnm‘o + = /cosmc dr = F(—wcosmr —7) = —F(cosmr%— 1)
0 =0
0 ,n=123,5,... N 0 fiir n ungerade
= an =
—%W n=24,06,... —% fiir n gerade
1) 2 C082$+C084x+COS6iL‘+
)~
6 12 22 32

c) An welchen Stellen stimmt die Fourierreihe mit der Funktion iiberein?

Bestimmen Sie durch Auswertung der Fourierreihe an einer speziellen Stelle den Wert der
x 1
Reihe —.

n=1 n?
Losung: Da f im Innern von [—7, | stickweise stetig differenzierbar ist und stetig auf ganz
R, konvergiert die Fourierreihe Yx € R gegen f(x).

2 o0 1

Wegen f(0) =0 gilt: = % =2 =
n=1

T
Welchen Reihenwert erhélt man, wenn die Fourierreihe bei x = 5 ausgewertet wird?

2 2 ( 1)n+1

T, T ™ o7
L" . —_—) = — _— = —
osung: f( 2) 171 5

[\

COS( )
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Gegeben sei die partielle DGL

3ty + xy; = (2%t — 3t°) - y

a) Bestimmen Sie das charakteristische DGL-System:

t= |3t |, t=|=x
b) wund daraus die Phasen-DGL:
dx t
@~ | %

c) Bestimmen Sie ein erstes Integral:

u(x,t) = %(12 — 3t%)

d) Mit der Substitution u = u(x,t), v = x ergibt sich dann

Yz = | T | Yut | 1T | Yo Yy = |—3t

e) Die partielle DGL geht damit iiber in

y 2
v — U
3 Y
f) Die allgemeine Losung ist somit
y(z,t) = | A(x? — 3t2)ese* 3%z

* Yo
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Gegeben sei die Matrix A und der Vektor b mit

2 1 -1 . 1
A=(01 0 und b:=| 0 (x € R)
1 3 2 —1
a) (i) Die Eigenwerte von A sind: \; = 1 A= |240 |, A3=1]2—1
—2 1 1
(ii) A besitzt die Eigenvektoren: v} = 1 , Uy = 0 , U = 0
—1 —1 )

(iii) Die allgemeine komplexe Losung des homogenen Differentialgleichungssystems
y'(x) = A-y(x) lautet

—2 1 1
g’kgmpl.(x) = Clex 1 + 02€(2+i)a: 0 + 036(2_i)$ 0 y Cl, CQ, Cg € (C
-1 —1 1

(iv) Die allgemeine reelle Losung des homogenen Differentialgleichungssystems
y'(x) = A-y(x) lautet

-2 cos(x) sin(x)
Yreet(T) = cie” | 1| + coe™ 0 + cze?” 0 , C1,02,03 €ER
-1 sin(x) — cos(z)

b) Bestimmen Sie fiir das inhomogene System

—

y'(x) = A-glx) + cos(x) - b (1)

eine partikulidre Losung mit Hilfe eines geeigneten Ansatzes.

Ansatz: ¥,(z) = | cos(x)-é1 + sin(x) - ¢

Damit ergibt sich eine partikuldre Losung zu:




