Prof. Dr. Eck Hohere Mathematik 3 09.03.2009

Aufgabe 1 (11 Punkte) Gegeben ist der Kérper K mit der Parametrisierung

1 7 €OS  cos U
K : o | = P(r,9,0) = | rsinpcosd | , r€]0,2], ¢ €[0,7/2], € [0,7/6].
T3 rsin v
0P

a) Berechnen Sie |det (r,,1)| sowie das Volumen von K .

A(r, ¢, 1)
b) Berechnen Sie den Fluss [ F(z) - n(x)ds, des Vektorfeldes
)

durch die Oberfliche O des Korpers K nach auflen.

Hinweis: sin(7/6) = 1/2, cos(7/6) = V/3/2.

a) Funktionaldeterminante (Kugelkoordinaten):

cospcosty —rsingcosty —rcos psin v

od
detm(r, 30,19)’ = | sinpcos® rcospcost? —rsingsing | =r’cosd
e sin 0 r cos ¥
2 w/2 /6 < . )
— — 2 _ [,3/9]2 /2 n/6 _ ©m L am
V—/ldx—/r dr /ldgp /cosﬂdﬁ— [7“ /3}0 [pl’” [sind]g =355° 3
K 0 0 0

b) Mit dem Satz von GauB ist der Fluss gleich dem Volumenintegral iiber divF

divEF =040+ 223 = 223.

/ F(z) n(zx)ds, = / 215 dv

o

Also ist

2 w/27/6

= ///rsmﬁr cos ¥ dy dpdr

w/2 /6

= 2/7“ dr /1dg0 /51n19<30319d19
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Aufgabe 2 (11 Punkte) Bestimmen Sie jeweils die Losung y(x) der folgenden Anfangswertprobleme.

g — 02 In(x) _
b) y(x) =y(x) - ze*, y(0) =0

) 3(y(x))” -2z + (6zy(x))y'(x) =0, y(1)=2/v3

a) Die separable Differentialgleichung lésst sich mit einer partiellen Integration 16sen.

/ y(x)y (z)de = / 9% In(z) dz
/ydy = [32°In(z)] —/%%da:

(y(x))2 +c = 32° In(z) — 2+ ¢y
y(z) = +£/623In(z) — 223 + ¢

DN | —

Mit dem Anfangswert folgt

—1=y1)=-V0-2+c = c¢=3 = yx)=—623In(z)—22%+3.
b) Aus Vorlesung: Das lineare Anfangswertproblem

Y (@) +a(z)y(z) =),  ylwo) =yo

hat die Losung

Hier also

y(r) = O+/—S€256_f:_1dtd8

0

x x x

= /—562869”5 ds = —e’”/ses ds = —e” ([ses]g — /es ds
0 0 0
= —e" (zve” —[e"]p) = —€" (ze" —e" +1) = (1 —z)e™ —€"

Alternative: Das charakteristische Polynom der homogenen DGI A —1 fiihrt auf die allgemeine

Losung

yn(z) = ce®.
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Die rechte Seite ist von der Form f(x) = p(x)e’®, wobei p ein Polynom ersten Grades ist und
A = 2 keine Nullstelle des charakteristischen Polynoms. Es liegt also keine Resonanz vor, der

Ansatz fiir die partikuldre Losung lautet:

2 = yp(x) = (201 4 az + 2a5w)e*

yp(®) = (a1 + azz)e
Einsetzen in die DGI fithrt auf

(2a1€** + ay + 2a97)e* = (a) + asx)e*™ — ze” = a1 =1, ay=-1

und somit auf die allgemeine Losung

Der Anfangswert liefert schliefflich
0=y(0)=1+c¢ = y(x) = (1 — ) — e,

Zur Losung der exakten DGl wird zum Vektorfeld (3y? — 2z, 6xy) das Potential ®(z,y) =

3xy® — 2® berechnet. Die Losungen sind somit

O(z,y) =c & vy —2® =c & ylx) ==+

und mit dem Anfangswert folgt

2 l1+c [z +3
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Aufgabe 3 (9 Punkte)

a)

b)

Bestimmen Sie fiir

-1 0 -1
A= 21 3
00 —1

ein Fundamentalsystem des Differentialgleichungssystems y/'(x) = Ay(x).

Ein homogenes lineares Differentialgleichungssystem u/(t) = Bu(t) besitzt die allgemeine reelle

Losung
0 -1 —t
up(t) =cie' | 1 | + e 1 | +cge t—1
0 0 1

Bestimmen Sie die allgemeine reelle Losung des inhomogenen Differentialgleichungssystems
u'(t) = Bu(t) + b(t) mit

Die Matrix A hat das charakteristische Polynom

(1=X(=1-X)7,
also die Eigenwerte \; = 1, Ay = —1. Aus (A — AE)v = 0 ergeben sich folgende lineare
Gleichungssysteme fiir die Eigenvektoren.
-2 0 —-110 0
A =1 20 310 = vp=| 1
00 =210 0
0 0 —11]0 1
)\2 =—1: 2 2 310 = Vg = —1
00 010 0
Zum Eigenwert A\ muss also ein Hauptvektor bestimmt werden.
0 —1] 1 0
(A= AE)h = v, = 2 2 3|-1 = h = 1
00 0| O —1
(
0 1 x
Somit lautet das Fundamentalsystem < e* | 1 , et =1 , e " 1—x
\ 0 0 —1
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b) Die Variation der Konstanten fithrt auf das Gleichungssystem W (¢)c'(t) = b(t), also

0 —et —te™? 0
e et (t—1)e " | cos(t)e!
0 0 et 0

e 0 —e ' |cos(t)e
—e bt —te! 0

0 0 et 0

el 0 0 | cos(t)e!

0 1 0

0 0 1 0

mit der Losung ¢ (t) = cos(t), cy(t) = ¢5(t) = 0. Somit ist
0

u,(t) = sin(t)e' | 1
0

eine partikuldre Losung und die allgemeine reelle Losung ist

0 -1 —t
u(t) = up(t) +up(t) =€ | ¢ +sin(t) | +ce™ 1 | +ezet | =144
0 0 1



Prof. Dr. Eck Hohere Mathematik 3 09.03.2009

Aufgabe 4 (10 Punkte) Gegeben ist die Funktion
f(z) =222, —l<z<1,
die 2-periodisch auf R fortgesetzt wird.

a) Bestimmen Sie die Koeffizienten der reellen Fourier-Reihe von f.
b) Geben Sie die Koeffizienten der komplexen Fourier-Reihe von f an.

c) Bestimmen Sie die reelle Fourier-Reihe der Ableitung von f. Gegen welchen Wert konvergiert

die Fourier-Reihe von f’ im Punkt xzy = 17

d) Bestimmen Sie durch Einsetzen eines geeigneten Wertes in die Fourier-Reihe von f den Wert

der Reihe -
Z n-?.
n=1

a) f ist eine gerade Funktion, somit ist

b, = 0
1 12 1" 2
ay = —/2x2dx:— Zq8 ==
2 2|37 ], 73
~1
1 . 1
2 [, 2, . 4
a, = = [ 2z°cos(mnx)dr = |—z°sin(rnz)| — [ —xsin(mnx)de
2 ™ 1 ™
~1 21
4 ' 4
= — [—W2n2xcos(7m:v)] 3 - / =3 cos(mnx) dx
8 L[4 ' 8 0
= 7r2n2(_1) - Lr*”’n?’ s1n(7m:v)} By = 7r2n2(_1)
b) Fiir die Koeffizienten der komplexen Fourierreihe gilt
2 a, — ib, 4 "
co=ag= 3’ Cp = 5 = 7r2n2(_1) =cC_,.

c) Die Ableitung von F'(z) = ag + > a, cos(mnx) lautet

F'(z) = Z % sin(mnx)

8

m2n2

n 1 72
(=1)"cos(mn) = Z 5=
n=1

n=1
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Aufgabe 5 (11 Punkte)

a) Bestimmen Sie mit Hilfe eines Separationsansatzes die Losung des Randwertproblems

Opztt(z,y) + Oyyu(z,y) = 0<z<7m,0<y<1,
u(0,y) = U( ) =0,
u(z,0) =0,
u(z,1) = 7sin(3z) — 3sin(7z) .

b) Verwenden Sie a) zur Bestimmung der Losung des Randwertproblems

Opv(2,Y) + Oyyv(x,y) = 0<z<nm,0<y<1,
v(0,y) = ( Y) =Y,
v(z,0) =
v(z,1) = 7sm(3x) — 3sin(7x) .

a) Separationsansatz u(x,y) = f(x)g(y) ergibt

f//
u:px:f”g:_uyy ng:> f _?:C

Fiir f(x) ist die Gleichung f”(z) = c¢f(x) zu l6sen und die Randbedingungen u(0, y) = u(m,y) =

0 lassen als nichttriviale Losungen nur fi,(z) = sin(kz) fiir ¢, = —k? zu.

Fiir diese ¢, hat die zweite Gleichung ¢”(y) = k*g(y) die Losung g(y) = d1€*¥ + doe™*¥ und die
Randbedingung u(z,0) = 0 fordert dy = —d; .

Durch Superposition erhélt man also

y) = Z by sinh(ky) sin(kx)
k=1

Um die letzte Randbedingung u(x, 1) = 7sin(3x) — 3sin(7x) zu erfiillen muss by = 7/ sinh(3)

und b; = —3/sinh(7) sein und b, = 0 fiir alle anderen k.

Damit ist die Losung;:

sinh(3y) sin(3x) —

3 :
u(z,y) = Snh(3) Sinh(7) sinh(7y) sin(7x) .

b) Setze v = u+w wobei w(z, y) die Randbedingungen fiir = 0 und x = 7 erfiillt, also w(z,y) =y
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und damit ergibt sich als neue Gleichung

aa:xu<x7y)+ayyu<x7y) 7 O§$§7T>0§y§1,

u(0,y) = v(0,y) —w(0,y) =y —y =0

u(m,y) = v(my) —w(my) =y —y =0

u(z,0) =ov(z,0) —w(z,0)=0—-0=0,

u(z,1) =v(z,1) —w(z,1) =1+ 7sin(3z) — 3sin(7z) — 1 = 7sin(3z) — 3sin(7x) .
Dies ist das Randwertproblem aus a) und durch Addition von w(z,y) = y ist also

o(2,9) = ¥+ ——— sinh(3y) sin(3z) — — - sinh(7y) sin(7z)

= in(3z) — :
Y=Y sinh(3) Y sinh(7) R BRI
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Aufgabe 6 (8 Punkte) Ein Zufallsexperiment mit Erfolgswahrscheinlichkeit p = 1/50 werde 100

mal wiederholt. Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit fiir hochstens 2 Erfolge

a) mit Hilfe der Binomialverteilung,

(Hinweis: Als Ergebnis geniigt eine Formel, die man mit dem Taschenrechner auswerten kann)
b) ndherungsweise mit Hilfe der Poisson—Verteilung,

c) niherungsweise mit Hilfe der Normalverteilung.

a) k Erfolge bei n Wiederholungen eines Experiments mit Erfolgswahrscheinlichkeit p haben nach

der Binomialverteilung die Wahrscheinlichkeit
n _
k) = ()t -
Damit ist die Wahrscheinlichkeit fiir hochstens zwei Erfolge

p({0,1,2}) = p({0}) +p({1}) + p({2})
49\ [ 749\ 149 100-99 /17
- (%) ((%) B TR (%))

b) Fiir die Ndherung ist die Poisson—Verteilung mit A = np = 2 zu verwenden. Hier ist p({k}) =

e *N¥/k! und somit

o (20 2t 22 -
Ppoisson ({0, 1,2}) = 7 (a ot 5) = 5¢72

c) Fiir die Ndherung ist die Normalverteilung mit 4 = np = 2 und 0 = /np(l —p) = 7/5 zu

verwenden. Hier ist

PNormal({k < 2}) = @ (2 — “) = (0) = %

o



