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Aufgabe 1 (11 Punkte) Gegeben ist das Vektorfeld

To sin(mxs)
F(xy,29,23) = T3
(.Tl — 2)(1}3 — 2)3
und das Flichenstiick
S:ag=4—22, 2,>0,0<23<2,

mit Flichennormale n(x) mit positiver z5-Komponente. Skizzieren Sie S und die zugehorige Randkurve

C'. Berechnen Sie mit Hilfe des Satzes von Stokes

//rotF x)ds, .

S ist Teil eines parabolischen Zylinders mit x3-Richtung als Achse.

3

Mit Stokes ergeben sich die Arbeitsintegrale

4

//rotF z)ds, = /F(x) cdr = Z/F(rk(t)) -7 (1) dt .
C

k=17

Die vier Teilstiicke der Randkurve haben die Parametrisierungen (Orientierung beachten):
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mit t € [—2,2] fiir k € {1,3} und ¢ € [0,2] fur k € {2,4}.

Es ergibt sich fiir die Arbeitsintegrale

Weg r1:
2 0
-2\ ... 0
Weg rs:
2 0 )
. 0 dt:—4/(t—2)3dt:16
o \ (—2-2)¢t-2p 1 ’
Weg rj3:
2 0 )
/ 22 —2t dt:—8/ tdt=0.
-2 0 —2
Weg ry:

0

2 [ ...
/ . 0 dt =0.
0 0

Das Integral hat also den Wert 0 + 16 +0+ 0 = 16.
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Aufgabe 2 (10 Punkte)

a)

b)

Bestimmen Sie fiir

die allgemeine komplexe Losung des homogenen Differentialgleichungssystems y/(z) = Ay(x).
Bestimmen Sie die allgemeine komplexe Losung des inhomogenen Differentialgleichungssystems

o= (7).

b)

Die Matrix A hat das charakteristische Polynom
(=1=XN1 =N +2=X\+1,

also die Eigenwerte A\; = i, Ay = —i. Aus (A — AE)v = 0 ergibt sich folgendes lineares Gleichungs-
system fiir den ersten Eigenvektor.

—1—2 =110 —1
= v =
( 2 1—1 O) <1+i>

Da A reell ist, muss der zweite Eigenvektor konjugiert komplex zum ersten Eigenvekor sein.

()

Somit lautet die allgemeine komplexe Losung

[ Y
yn(z) = c1e™” | F ™ .
1+ 1—1

Die Variation der Konstanten fiihrt auf das Gleichungssystem W (x)c'(z) = b(z), also

(
(1) + (2) e —je e” (4)
(3) —i(4) 2ei 0 (=1 —1)e®
(3) +i(4) 0 2@ | (=1+1)e”
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mit der Losung

1 )
= 5(-1 + Z->€(1+z)z .

Alternativ ergibt sich mit det(W(x)) = 2i und der Cramerschen Regel:

d(z) = (=1 —a)e" " dh(a)

et —el® 1 ,
/ = —det — Z(—1—34 (1—d)z
() 5 < 0 (1— i)t > 5 i)e
1 —e ' e 1 -
! = —det = Z(=1+4)ellt)®
cy() 5; de < A1 0 ) 2( +1i)e

Somit gilt ‘ ‘
aa) = =507, oya) = SelHO,
und
(@) Y e RN 0
r)=—=e —e =
o 2 1+ 2 1—i e*

ist eine partikuldre Losung. Die allgemeine komplexe Losung ist demnach

y(@) = yn(z) + yp(z) = cre” ( 1_+12. )
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Aufgabe 3 (10 Punkte) Die 2r-periodische Funktion f: R — R ist durch
f(x) = e*/? fir x € [0,2m)
gegeben.
a) Bestimmen Sie die Koeffizienten der komplexen Fourier-Reihe von f.
b) Geben Sie die Koeffizienten der reellen Fourier-Reihe von f an.
c) Gegen welche Funktion konvergiert die reelle Fourier-Reihe der Funktion f?
d) Bestimmen Sie durch Einsetzen eines geeigneten Wertes in die Fourier-Reihe von f den Wert der

Reihe .
Z (=)
1+4n2°

n=1

a) Die Koeffizienten der komplexen Fourier-Reihe lauten

2m 2m
1 . 1 .
cp = % ex/26—m:c dr = % /6(1/2—m):{: dr
0 0
_ 1 [6(1/272'”):5} 2T _ 6”6_2”” — ]. _ 6” - 1 .
(1 — 2in) 0 (1 —2in)  w(1 — 2in)

b) Die Koeffizienten der reellen Fourier-Reihe lassen sich aus den Koeffizienten der komplexen er-

rechnen. Aus
em—1 (14 2in)(e™ —1)
Cp = ; =
(1 — 2in) (1 + 4n?)

folgt

e —1 em—1 dn(e™ —1)
L=2Re(e,) =2 ——— = b= —2Tm(e,) = — - )
- ¢ elen) =2 T mlen) = = 20 )

ag = Cy —

c) Die Fourier-Reihe konvergiert in jedem Punkt 2o gegen 3(f(z—) + f(x+)), also gegen

@202 fiiy ¢ — 2k € (0, 27)
g(z) = 1+em

fiir x = 2km
2

d) Das Einsetzen von z = 7 fithrt zu

n=1

> (—=1)" we™/? 1
= = i
Z 1+4n?2  2(em—1) 2

=1

-1l -, €1 em—1 = 1
e f(m) (m) - + Z (T ) cos(mn) - ( + ; r 4n2( )

3
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Aufgabe 4 (7 Punkte)

Ermitteln Sie die Losung u(t, z) der linearen partiellen Differentialgleichung

Owu(t, z) + 20,u(t, x) + 3u(t, ) = 3t* + 2t

fiir die Anfangswerte u(0, ) = e~ %,

Lineare partielle Dgl mit konstanten Koeffizienten:

u(t, ) + auy(t, x) + bu(t,z) = f(t,z), u(0,z)=g(z)
Losung:

u(t,r) = e gz — at) + /f(r, x—a(t—r)))exp(=b(t —r)dr

Hier: a =2,b=3, f(t,z) =3t>* +2t, g(x) = e

t
u(t,x) = e e 22 +/(3r2+2r)e3(tr) dr

0
t

= T4 e /(37‘2 + 2r)e® dr
0

= ¥ 4 {(37‘ + 2r }

COIH

/6r+2 ?’rdr
0

t

2 e 1]
= e 2 Dy — [(67” + 2)§63T:| - /2€3T dr
0

3 3
2 6. 2 2 e 1,7
th 2 —3t 3r

— e s o
LRt L {36 h
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Aufgabe 5 (12 Punkte)

Eine Ampel stehe wéhrend der Zeitspanne [0, 7] auf ,rot* und wihrend der Zeitpanne (r,r + g| auf
yerin“. Die Zufallsvariable X messe den Zeitpunkt des Eintreffens eines Autos an der Ampel, sie sei

auf [0,r + g] gleichverteilt. Die Zufallsvariable W messe die Wartezeit des Autos an der Ampel.
a) Driicken Sie W in Abhéngigkeit von X aus.
b) Bestimmen Sie den Erwartungswert und die Varianz von W. Wie lautet das Ergebnis fiir r = g7

c) Geben Sie die Wahrscheinlichkeitsverteilung von W an.

a) Das Auto muss bis zum Ende der Rot-Phase warten, wenn es innerhalb der Rot-Phase eintrifft.

Trifft es wahrend der Griin-Phase ein muss es nicht warten. Es ist also

r—X  Xelo,r]

N St

b) Die auf [0, + g| gleichverteilte Zufallsvariable X hat die Dichte f(z) = 1/(r +g),z € [0,7 + ¢]
somit ist der Erwartungswert von W

T

E(W):/OO @(m)f(x)dx:/(r—a:) L e "

oo r+g 2(r+g)
0

und mit .

BV = [~ @@)re)ds = [ -2

e
0

1 r3

d
r+g . 3(r+g)

ist die Varianz

44 43 o 4 4 43
V(W) = B(W?) — (B(W))? = L T s _ 7 +4rg

12(r + g)? C12(r+g)?°

Fiir r = g ist dann
EW)=7r%/(4r) =7r/4, V(W) =5"/(48r?) = 5r%/48.

c) Es gibt keine negativen Wartezeiten. Die Wartezeit 0 hat die Wahrscheinlichkeit entsprechend des
Eintreffens wiahrend der Griin-Phase, also g/(g + 7). Die Wartezeit unter der Voraussetzung des

Eintreffens wihrend der Rot-Phase ist auf (0, ] gleichverteilt. Somit ist die Verteilfunktion

0 w <0
Flw)=q 220 welo,r]

1 w>r
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Aufgabe 6 (10 Punkte)

Es sei
cre ™ fiirx >0,

flx) =
0 fir z < 0.
a) Bestimmen Sie ¢ > 0 so, dass f die Dichte einer reellwertigen Zufallsvariablen X ist.

b) Berechnen Sie den Erwartungswert und die Varianz von X.

c) Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit P({1 < X < 2}) und die bedingte Wahrscheinlichkeit
PX = TH{X <2}).

E(X):/ x f(x)dx = xQe_xdxz[—xQ(B_ﬂ;o—f—/ 20 P dr=042=2
0 0

E(X2)=/ v f(z)de = $3€xd$=[—x3eﬂgo+/ 30 "dr=3-2=6
0 0

c) Verteilungsfunktion:

Fz)=P{X <z}) = /Oxf(s) ds = /Ox se *ds = [— (s + 1)6’5}3 =1-—(1+4x)e"
Damit folgt:

P{1<X <2})=F(2) - F(1) =2¢" —3¢?
P{1 <X <2}) 2! —3e?
P{X <2})  1-—3e2

PHX > 1I{X <2}) =



