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Aufgabe 1 (3 Punkte) Beweisen Sie, dass fiir jedes n € IN gilt

14+3+547+...+2n+1)=m+1)>~

(vollstindige Rechnung auf separatem Blatt)

Beweis mit Induktion:

Induktionsanfang n = 0:

2+0+1)=0+17°=>1=1.

Induktionshypothese: Die Behauptung gelte fiir ein n € IN

Induktionsschluss: 1 — n + 1

14345+...+Qn+D)=m+1)?+@n+3)=n*+2n+14+2n+3=n*+4n+4 = (n + 2)?

Beweis ohne Induktion:

1+3+5+...+2n+1)

Aufgabe 2 (6 Punkte) Gegeben sei die Matrix

A=
—-35
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6

o
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Z-Zn:k+zn:1
k=0 k=0
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a) Berechnen Sie Eigenwerte und Eigenvektoren von A.

M



b) Berechnen Sie die Diagonalgestalt von A.

Ay =

30
0 2

c) Geben Sie die Transformationsmatrix T der Ahnlichkeitstransformation T-'AT = A, an.

3 2
T = ;

a) f:V — W seieine Abbildung zweier reeller Vektorraume. Formulieren Sie die Definition
tir die Linearitdt von f.

Aufgabe 3 (14 Punkte)

f(r+v2) = f(01) + f(v2);  f(Av) = Af(v); Vov,0,0,€ V;AER

b) Vervollstindigen Sie die Wahrheitstafel fiir die Implikation A = B.

A B A=B
w w w
w f f
f w w
f f w

¢) (a,), n € N, sei eine Folge reeller Zahlen. Wie lautet das Cauchy-Kriterium fiir die Kon-
vergenz von (a,)nen?

Ye>0 dn(e): |m—al<e VkI>n(e)

d) f : R — R sei eine stetig differenzierbare Abbildung, x, € R. Vervollstindigen Sie die
Definition der Ableitung von f an der Stelle x.

F(x0) = lim flxo+ h})l — f(xo)

h—0

e) f:R — Rseidreimal stetig differenzierbar in x; € R. Vervollstindigen Sie zur Taylorent-
wicklung bis zum Grad 2 einschliefilich Restglied.

f”;xo)(x —xP+ w(x —x0)% & € (x,x0) bzw. (xo, x)

fx) = f(xo) + f(x0)(x — x0) + Z

f) Berechnen Sie im Restklassenring (Z./4Z., +,-)
[2]+[3]=[1]; [2]-[3]=[2]
g) A seieine reelle n xn-Matrix. Formulieren Sie ein Kriterium fiir die Invertierbarkeit von A.

det(A) # 0; rang(A) = n; Spaltenvektoren sind linear unabhéngig.



Aufgabe 4 (8 Punkte)
a) Zeige Sie, dass die Vektoren

1 1 0
by=|1(;, b.=|0]|; bsz=|0
1 2 1

eine Basis des R® darstellen (vollstindige Rechnung auf separatem Blatt).

Zu zeigen ist, dass

110

T=|10 0

1 21

invertierbar ist.

110 1 1 0
100 « |0 -10
1 21 0 1 1
1 1 0
< |10 -1 0
0 0 1

b) Geben Sie die Transformationsmatrizen fiir die Transformation in die Standardbasis an:

110 0 1 0
T=100f T'={1 -10
121 -2 1 1
c) Gegeben Sei die lineare Abbildung
2 3 1
L:R->R; be|1|; b= |3]; bze=]o]f.
3 1 0

Ist L eindeutig bestimmt (begriinden Sie)?

Da (by, by, b3) eine Basis ist, ist L mit Angabe der Bilder der Basis bereits eindeutig be-
stimmt.

d) Stellen Sie die zu L gehoérige Matrix bzgl. der Standardbasis des R® dar (vollstindige
Rechnung auf separatem Blatt).

2 3 11lo 1 0 1 0 1
A-Tr=[1 3 0oll1 -1 ol=]|3 -2 0
31 0)]-2 1 1 1 2 0



Aufgabe 5 (4 Punkte) Berechnen Sie die Stammfunktion

2
fxel “dx .

(vollstandige Rechnung auf separatem Blatt)
Fiir fi: u — e und die Substitution u;: x — 1 — x? erhilt man u}(x) = —2x und damit

5 1 1 1 1 2
fxel_x dx = ~5 fe“l duy = 3 ffl(u)dx = [—Eeul] = [—Eel_x ] :

Aufgabe 6 (4 Punkte) Bestimmen Sie den Konvergenzradius der Potenzreihe

3n
on

f) = (x=1)"
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<‘

Il
—_

n

(vollstandige Rechnung auf separatem Blatt).

[o¢] 3n
= -1y
f =) )
V2
3

an:%:gg%:%zgz
Aufgabe 7 (8 Punkte) Gegeben sei die Funktion
fiR*>R;, (x,y) > x +3xy* —3x.
a) Bestimmen Sie den Gradienten und die Hesse-Matrix von f.
3x2 +3y> -3 6x 6y
grad f = ; Hf =
6xY 6y 6x
b) Bestimmen Sie die kritischen Punkte von f.

P1/2 = (O,il), P3/4 = (il, 0)

c) Bestimmen Sie den Typ der kritischen Punkte (relatives Maximum, relatives Minimum,
Sattelpunkt).

P;: Sattelpunkt
P,: Sattelpunkt
P3: relatives Minimum

Py: relatives Maximum

Aufgabe 8 (8 Punkte) Gegeben sei die lineare Differentialgleichung erster Ordnung

2
2

y-—x+1ly=e



a) Bestimmen Sie die allgemeine Losung der zugehorigen homogenen Differentialgleichung.

y = (+Dy
dy
ol (x+ 1y
d
Yo (x + 1)dx
y
fldy = fx+ 1dx
Y
Inly| = 1o +x+7¢
yl = 2x X+
Yy = Ce%x2+x

b) Bestimmen Sie eine partikuldre Losung der Differentialgleichung.

y(x) = c(x) e2”** Variation der Konstanten
d(x) = er @ X = o
x
c(x) = f e dt
0
cx) = [-e”];
cx) = —e*+1
y(1) = (e F41)erH
- _ e%xz + e%x2+x
= (e'-1) e®

c) Bestimmen Sie die Losung der Differentialgleichung zum Anfangswert y(0) = 1.

Yy = Yt
y(x) = (e'—1)e? +cer™
y0) = 0+c=1

c =1

Aufgabe 9 (5 Punkte) Berechnen Sie den Genzwert

. oef—e™—2x
llm _—.
x—0 X —SInx

. ef+e¥-298 ef—e* 38
Iim ——— = lim

=0 Xx-—sinx x—0 1—cosx x—0 sinx

ef—e™ —-2x

||oo




