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Aufgabe 1 (15 Punkte)

Gegeben sei der Kérper K mit
K:{(x,y,z)€R3:0§z§1,y20, y2—|—x2§26}.
a) Die Dichte von K sei gegeben durch o(z,y, z) = 4z. Berechnen Sie die Masse
mie = [ ol )l 2)

b) Die Randfliche 0K von K lisst sich in drei Teilstiicke S,

Sy und S3 zerlegen, wobei

53:{($7ya2)€R330§Z§1a920792+1‘2:z6}.

Geben Sie die beiden anderen Randflaichen S;, Sy sowie
die zugehorigen nach auflen gerichteten Normalenvekto-

ren nq, No an.

c¢) Berechnen Sie mit Hilfe des Satzes von Gaufl den Fluss

/ F(CC, y;Z) ° ng(x7y7 Z) ds(xvyvz)
S3

des Vektorfeldes F' mit

Aoz — 22

F(z,y,2) = 0
2z + vy
durch die Fliache S3, wobei ng(z,y, z) den von K aus nach auflen gerichteten normierten Norma-

lenvektor der Fliache S3 bezeichnet.

Halber Rotationskorper; Parametrisierung iiber Zylinderkoordinaten:
K = {(rcos(p),rsin(p),2) : 0< 2<1,0<p <7, 0<r <2°}.

a) Masse ergibt sich als Volumenintegral iiber Dichte:

1 T 23
mK:/ @(x,y,z)d(:c,y,z)z/ / / Azrdr de dz
K 0 0 0

1
:7r/ 227dz:z.
0 4

b) Die beiden anderen Teilstiicke von 0K lauten
Si=Kn{y=0}={(2,0,2) eR*: 0< 2 < 1, 2* < 2°},
Sy=Kn{z=1}={(z,y,1) eR’: y >0, y* +2° < 1}

= {(rcosgp,rsingo,l) eR:0<r<l, Oggogﬂ}.
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Die zugehorigen Normalenvektoren sind

0 0
ny = _1 9 No = 0
0 1

¢) Mit dem Satz von Gaufl ergibt sich

/ Fngds(yy,» :/ div Fd(zx,y, z) —/ Fnidsey, —/ Fnyds(yy.). (1)
Ss K S1 Sa

Die Divergenz von F' ist

diVF(f,y,Z) =4z - 20+ 2x =4z = Q(.Z‘,y,Z),

und somit ist der erste Summand von (1) durch das Integral aus a) gegeben. Fiir die weiteren

Terme betrachten wir die Fldachenintegrale {iber die Seitenflichen S; und S

4oz — 2 0
/ F(l’,y,Z) 'nl(xvyu Z) ds(z,y,z) = / 0 | -1 d(f,Z) :O,
S1 S
"\ 22240 0
4o — 2* 0
/ F(l’, Y, Z) ’ TLQ([B, Y, Z) ds(:p,y,z) = / 0 - 10 d(l’, y)
SQ SZ
2v 4y 1

Damit ist

/(2x+y)d(my //2rcos<,0+rsmg0)rdrdg0
/r dr/ 2cosgo—|—sm<,0)dgp

[2 sinp — cos gy = =.

E] 3

e~
W N

/ F(I7 y7 Z) : n3 (:'U7 y7 Z) d8($7y7z) =
S3
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Aufgabe 2 (9 Punkte)

a) Bestimmen Sie die allgemeine komplexe und die allgemeine reelle Losung des Systems gewohnli-

cher Differentialgleichungen
Y (z) = Ay(x)

(7 0)

2
b) Bestimmen Sie die reelle Losung zu dem Anfangswert y(0) = (2>

mit

a) Das charakteristische Polynom lautet
p(z)=(=1—2)(=1—2)+4=2*+22+5.

Damit sind 272 = —1 £ 2i die gesuchten Nullstellen von p(z). Die zugehérigen Eigenvektoren v!

und v? ergeben sich zu

_ 1
o 2 =—1+4+2i: ovl=
—2i
- 2 _ 1 1
e »H=—1—21. v"=0v =
21

Das komplexe Fundamentalsystem lautet also

o~ 1420z 1 Lel-1-20e 1 7
-2 21

und die allgemeine komplexe Losung ist gegeben durch

) 1 , 1
y(z) = cle(*1+2z)x )+ 026(71721)96 1, aeec
—21 2

Die allgemeine reelle Losung erhélt man durch Bildung von Real- und Imaginérteil. Das reelle

- cos(2x) - sin(2x)
2sin(2z) )’ —2 cos(2z)

Damit folgt die allgemeine reelle Losung

R cos(2x) - sin(2x) v
y@) = (28in(2x)> e <—2cos(2a;)>’ b2 € R

Fundamentalsystem lautet
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b) Mit den Anfangswerten ergibt sich

wea) ()

also a; = 2, ay = —1 und die spezielle Lésung

()

_gp-s cos(2x) e sin(2z)
uw) =2 (2 sin(2w)> (—2 cos(2x)) '
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Aufgabe 3 (10 Punkte) Gegeben ist das Anfangswertproblem
u” (t) — 6u” (t) + 9u/(t) = 24e*,  u(0) =0, u'(0) = —1, u”(0) = 2

a) Geben Sie die Gleichung an, in die das Anfangswertproblem durch Laplace-Transformation u(t) £

Ul(s) iibergeht, und losen Sie diese nach U(s) auf.

b) Geben Sie die Losung des Anfangswertproblems an.

Hinweis: L (t"e™) (s) = #
a)
24e% 5 F@):S%S
ut) 5 U(s)
dt) 5 sU(s) — u(0) = sU(s)
W) S SU(s) — su(0) — u/(0) = s2U(s) + 1
W) L SU(s) — s2u(0) — st/ (0) — u”(0) = $*U(s) + s — 2

Transformierte Gleichung:

s*U(s) + 5 —2—6(s*U(s) + 1) +9sU(s) =

5s—3
Auflosen nach U(s):

24
s—3

(5% = 65> +95)U(s) + 5 —8=15(5s—3)°U(s) +5—8 =

24+ (s —3)(8 —s)
s(s —3)3
—s?+11s 11 —s

Cos(s—3)3  (s—3)%

= Ul(s) =

b) Die Losung u(t) ergibt sich durch Riicktransformation von U:

3—3s L 8
(s=3)7° (s—3)°
1 1

=T Ty et e,
S — S —

U(s) =
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Aufgabe 4 (12 Punkte) Gegeben ist die partielle Differentialgleichung
Ou(t, r) = Oppu(t, x) + 20,u(t,z) firt € (0,00),z € (0,7), (2)
mit den Randbedingungen
u(t,0) =wu(t,7) =0 fiir t € (0, 00)

und der Anfangsbedingung
u(0,z) =sin(2zx)e”® fir z € R.

a) Losen Sie die Gleichung (2) mit den gegebenen Randbedingungen durch den Separationsansatz.

b) Bestimmen Sie die Koeffizienten der Losung aus a), so dass die Anfangsbedingung erfiillt wird.

a) Der Ansatz u(t,z) = v(t)w(z) fihrt auf

St w(x)
o®) " wlo) )

d.h.

Losen der gewohnlichen Differentialgleichung fiir w:
Charakteristisches Polynom: A\* + 2\ — ¢ = 0, d.h.

/\1’2:—1:]:\/14‘0.

Fallunterscheidung fiir c:
(i) 2 reelle Eigenwerte: ¢ > —1
w(x) _ ae(—l—f—\/l-i-c)ac + be(—l—\/l-i-c)m‘

Aus den Randbedingungen folgt a = b = 0.
(ii) 1 doppelter Eigenwert: ¢ = —1

w(x) = ae™ " + bre ",

Aus den Randbedingungen folgt a = b = 0.
(ili) 2 komplexe Eigenwerte: ¢ < —1, d.h. A\j 3 = =1 £iv/—c— 1.

w(z) = ae™" cos (V—c — 1) + be " sin (vV—c — 1z) .
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Aus den Randbedingungen folgt

w(0) =a =0,
w(m) =be "sin (V—c — 1) = = b=0oderv—c—1=neN

Die Losungen sind also gegeben durch
wp(x) = ayze” *sin(nx), n € N.

Losen der gewohnlichen Differentialgleichung fiir v:

Die allgemeine Losung ist v(¢) = be, d.h., wenn man ¢ = —(n? + 1) einsetzt, ergibt sich
Un(t) = bpe~ I,

Allgemeine Losung der partiellen Differentialgleichung:

u(t,r) =e " Z ane” W sin(nx). (3)

n=1

b) Einsetzen von ¢t = 0 in (3) fithrt zu

uw(0,z) =e® Z a, sin(nx) = sin(2z)e™".

n=1

Es gilt also

a, =1 firn=2,
a, =
a, =0 sonst.

Die Losung des Anfanswertproblems ist folglich

u(t,x) = e e " sin(2x).
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Aufgabe 5 (6 Punkte)

Ein Gerét bestehe aus 3 nacheinander angeordneten Teilsystemen, die unabhéngig voneinander mit

den Wahrscheinlichkeiten 0,2, 0,4 und 0,5 ausfallen konnen. Das Gerét sei nur funktionsfahig, wenn
alle Teilsysteme funktionieren.
a) Mit welcher Wahrscheinlichkeit ist das Gerét funktionsfihig?

b) Wie dndert sich die Wahrscheinlichkeit aus a), wenn dem dritten Teilsystem noch zwei unabhéngi-

ge Reservesysteme (ebenfalls mit der Ausfallwahrscheinlichkeit 0,5) parallel geschaltet werden?

A, (B,C) = Teilsystem 1 (2,3) funktioniert

4 3 1
P(A)=-, P(B)=-, PC)=-.
)=z P(B)=:. PC)=
Mit der Unabhéngigkeit der Teilsysteme ergibt sich
4 3 1 6
P(ANB =P(A)-PB)-P(C)==-=--= =—=024
(ANBNC) = P(A)- P(B)- P(C) = ;- & 5 = o =024

¢; = Teil @ des dritten Teilssystems funktioniert P(c¢;) = 0.5

P(Creu) = P(GiNENE3) = 1) _ 1
new) — &1 Co c3) = 2 _87
1 7
P =1—- ==
= (Cneu) ] ]
— P(ANBNCuy) = P(A)- P(B) - P(Coo) = 2. 2. T 2L 4o
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Aufgabe 6 (8 Punkte)

Bei der Herstellung von Gewindestiften sei deren Lénge eine normalverteilte Zufallsgrofie mit den
Parametern ;4 = 30 mm und o2 = 0,25 mm?. Ein Gewindestift ist fiir die Montage verwendbar, wenn

er mindestens 29 mm lang ist. Die Lieferung der Stifte erfolge in Packungen zu 1000 Stiick.

a) Wie grof} ist die mittlere Anzahl der verwendbaren Stifte einer Packung?

b) Auf welchen Wert miisste der Mittelwert p eingestellt werden, damit der Anteil der nicht ver-

wendbaren Stifte nur noch 1% betrigt?

X = Lénge des Gewindestifts X ~ N(30,0.25)

Zu berechnen ist die Wahrscheinlichkeit P(X > 29) :

P(X>29)=1-P(X <29)=1— P<X0—530 _ 290_530)
=1-0(-2)=1—(1-2(2)) = 2(2)
—0.9772.

Damit sind 1000 - 0.9772 = 977.2 Gewindestifte im Mittel brauchbar.
b) Jetzt ist X ~ N(u,0.25). Mit

P(X229):1_p<X_“<29—,u) :@(u—_m)

0.5 0.5 0.5

ergibt sich

— 29 —29
@(“05 )20.99 = “05 2233 = ;=233-05+29=30.165



