Prifung in Héhere Mathematik 3 9. Marz 2010

Losungsvorschlage zur Klausur
far bau, fmt, lul, mach, tema, umw, verf und zugehoérige Technkpédagogik

Aufgabe 1: (7 Punkte)
Gegeben ist die Menge

G:={(xy) € R?|x=rcog9).y=rsin(9),0<r < $,0< ¢ <4r.

Bestimmen Sie den Flacheninhalt v@n

Lésungsvorschlag zu Aufgabe 1:
Die MengeG ist bereits in einer Parametrisierung in Polarkoordingtegeben.

Man erkennt, die ,Rand“-Kurve der Parametrisierdng (tcogt),tsin(t)) liegt fur Para-
metert € [0,2m1] im Inneren der Meng&. Relevant fir die Bestimmung der Fléche ist also
nur der Bereich € [21, 4.

Fur den Flacheninhak von G gilt also:

am

A= / 1-rdrd¢
2 JO
47T1

=/, ~¢dg
1..14" 1 28
= {—¢3] = é(64n3— 8rr) = =

6 21T
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Aufgabe 2: (8 Punkte)
Die geschlossene Flackberandet das Gebiet

V:={(x,rcog¢),rsin(¢)+x?) e R3|r € [0,1],¢ € [0,2m,x € [-1,1]}.
Weiter ist das folgende Vektorfeld gegeben:
g: R® = R3: (x,y,2) — (0,0,2).
Bestimmen Sie den Ausflu%/sgo ndO von g durch den Ran&vonV.

Losungsvorschlag zu Aufgabe 2:

Variante 1: Direkte Berechnung
Die FlacheS setzt sich zusammen aus den folgenden drei Flachenstlcken:
Si: ®1: [0,4] x [0,211 — R®: (r,) — (1,rcog9),rsin(¢) +1)
St ®: [0,1] x [0,27 — R®: (r,¢) — (~1,rcog—¢),rsin(—¢)+1)
Sz ®3: 0,271 x [-1,1] — R>: (¢,X) — (X,cog(¢),sin(¢) + ).

Die partiellen Ableitungen und die zugehérigen Normalé&hveen der einzelnen Parame-
trisierungen berechnen sich zu:

P 0 P 0
ﬁdbl(r,qb) = | coq¢) %CDl(r,dJ) = | —rsin(¢)

sin(¢) rcoq¢)
r
SOu1.0) x 501 ) = ( 8)
)~ [ o) | ZLonro )
—@y(r,¢) = | cog— —Ds(r, ) = rsin(—
or sin(—¢) o0 i —rcoq—¢)
—r
%%(r,mx%%(w)( : )
0 1
0 . 0
ﬁq’s(d’vx) = ( —C(S):EP‘I;) ) s ¢) = ( 20x>
9 P —2xsin(¢)
%q)S(rv ¢) X 0_)(¢3<r7 ¢) = Z?ri:g))
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Insbesondere erkennt man hieran, dass die angegebenemeRai@rungen fir die Berech-
nung des Ausflusses richtig, also nach auf3en orientiert sind
Hiermit kann der Ausfluss folgendermal3en bestimmt werden:

//g.ndo // g.ndo+// gond0+// gendo

b {2

L M)

J/

-~

=0
- 0 —2xsin(¢)
+/2 /1 0 o cog¢) | dxdg
0 =1\ sin(¢)+x2 sin(¢)
_ /02"/1 (sin(¢))? + sin(¢ X2 dxdg
x=1

2x+ %sin(:p)x?’} d¢

I
o\
N
5
| — |
—~
23
>
A~
-
SN—
S—

Variante 2: Mit Hilfe des Satzes von Gaul}
Nach dem Satz von Gaul3 gilt

//SgondO: ///Vdivg(x7y,z) dxdydz.

divg(x,y.2) =1
Das GebieV ist bereits in parametrisierter Form angegeben, allesdimght in kartesischen
Koordinaten. Sei

Z:[0,1] x [0,211] x [-1,1] — R3: (r,¢,X) — (x,rcog¢),rsin(¢)+x%)

Esist

mit zugehdriger Funktional-Determinante

r,

1 0 0
detJZ(r,(p,x)—det( 0 cog¢) rsin(fb))
2x sin(¢) rcog¢)
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dann kann der Ausfluss wie folgt berechnet werden:

//SgondO:///Vdivg(x,y,z)dxdydz

= e 11-detJZ(l‘,¢,X)dl‘d¢dX
I

1 2 rl
/ / / ( dr deb dlx
-1J0 0

1 r2m
:/ L 46 ox
0
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Aufgabe 3: (11 Punkte)
Bestimmen Siallereellen Losungen der Differentialgleichung

Y’ +y = 2x+ 10cog2x)

Losungsvorschlag zu Aufgabe 3:

Teil 1: Berechnung der homogenen Lésung

Wir bestimmen zunéchst die homogene Losung.
Ausy’ +Yy = 0 erhalten wir das charakterischtische Polyrg) = t?+t =t(t + 1).
Die homogene Ldsung lautet somit

fn(X) = cp1+ce *mitc,c € R

Teil 2: Berechnung der inhomogenen Lésung

Variante 1: Inhomogene L6sung nach Art der Rechten Seite

Nun wird die inhomogene Losung nach Art der rechten Seitérbed. Ausserdem wird
das Superpositionsprinzip genutzt.

Betrachte die Storfunktion 10 c(@x).
Es liegt keine Resonanz vor. Der Ansatz mitsamt seinen Alvlgén lautet

f1(x) = asin(2x) + bcog2x)
f1(x) = 2acog2x) — 2bsin(2x)
f/'(x) = —4asin(2x) — 4bcog2x)

Einsetzen in die Differentialgleichung liefert

—4asin(2x) — 4bcog 2x) + 2acog 2x) — 2bsin(2x) = 10cog2x)
sin(2x) (—4a— 2b) 4 cog2x) (—4b+ 2a) = 10co$2x)

Damit sinda=1,b=—-2und
f1(x) = sin(2x) — 2cog 2x)

Nun wird die Storfunktion 2 betrachtet.
Es liegt Resonanz vor mit Vielfachheit= 1. Ansatz und Ableitungen sind somit

f2(X) = x(cx+d)
f5(x) = 2cx+d
fJ(x) = 2c
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Einsetzen in die Differentialgleichung liefert
2c+ 2cx+d = 2x
Ein Koeffizientenvergleich liefeit = 1 sowied = —2 und somit
fo(X) = X% — 2x
Die partikulare Losung ist
fp(X) = f1(X) + f2(X) = sin(2x) — 2 cog2x) +x* — 2x
Die allgemeine LOsung ist damit

f(X) = fr(X) + fp(X) = 1+ CoeX+sin(2x) — 2c0¢2X) + x> —2x  mitcy,c € R
Variante 2: Inhomogene Lésung mit Variation der Konstanten

Moo= (g 5x )

Hiermit erhalten wir den Ansatz der Variation der Konstante

M(x) - ( %Eg ) = < 2%+ 1ooco$2x) )

mit der erweiterten Koeffizientenmatrix
1 e
0 —e X

1 e*
0 1

Daran kann man ablesen, dass

Die Wronskimatrix lautet

0
2xX+10c0g2x) )

Dies formen wir um zu

0
—2xe* — 10e*cog 2x) >

Ci(x) = / 2%+ 10cog2x)dx
Co(X) = — / Oxe + 106" cog(2x)dx
Man sieht direkt, dass
Ci(x) = / 2x-+10cog2x)dx = [x2 + 5sin(2x)]

Zur Bestimmung voiC,(x) seien die folgenden Stammfunktionen berechnet. Partigke
grationen ergeben:

/ xe‘dx = [xe] — / edx = [€(x— 1)]
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sowie
/ & cog2x)dx — [€Xcog2X)] + 2 / & sin(2x)dx
= [€“cog2x) + 2€*sin(2x)] —4/excos(2x)dx

was

/ & cog(2x)dx — % (€cog 2X) + 2€*sin(2X)]

zur Folge hat.
Damit ist
Co(x) = —2€* (x— 14 cog2x) + 25sin(2x))

Einsetzen ergibt
fp(X) = C1(X) - 14 Ca(x) - €% = X2 — 2x+ 2+ sin(2x) — 2cog 2x)
und

f(X) = fa(X) + fp(X) = C1 + Co& ¥ +x% — 2x+ 24sin(2x) — 2cog2x) mitcy,c € R
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Aufgabe 4: (3 Punkte)
Fury # 0 ist die folgende Differentialgleichung gegeben:

Bestimmen Sielie reelle Lésungf der Differentialgleichung, welch&(0) = 2 erfullt.

Losungsvorschlag zu Aufgabe 4:
: : 1 ,
Mit Satz 3.2.2 aus der Vorlesung, wolggk) = x? undh(y) = ¥ erhalten wir

y=vx3+c
Alternativ konnen wir durch Umformen und Integrieren falgedass

y 33
——§+C

3
y=vx3+c
Die allgemeine L6sung lautet also

f(x)=vVx3+c mitceR

Das Anfangswertproblem I6sen wir durch Auswertung an deltest = 0.
Wir erhalten¥c = 2, alsoc = 8. Die gesuchte Lésung ist somit

f(x) = v/x3+8
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Aufgabe 5: (5 Punkte)
Bestimmen Sialle reellen Loésungen des Differentialgleichungssystems

2 0
Losungsvorschlag zu Aufgabe 5:
Das Differentialgleichungssystem besitzt das folgendedBmentalsystem:

f1(x) = (1) e und fo(x) = ((1)) e

Die allgemeine LOsung ist somit

f=cifi+cpfy, mitc,coeR

Alternative: Betrachtung als Anfangswertproblem
v 1
-~ \O
2 0\/1 2
w=(505)(0)-(5)
2. (2 0O\[/2)\ (4
AV= (—1 3)\-1) -5

Diese drei Vektoren sind linear abhéngig. Gena#év.— 5Av+ 6v = 0. Daraus erhalten wir
das Polynom

Wir wahlen uns als Startvektor
und erhalten

und

q(x) = x> —5x+6 = (x—2)(x—3)
Die zugehorige Wronskimatrix ist

M) = (s o)

wo- (23

mo) = (2 )

Unter Verwendung von Satz 6.3.4 aus der Vorlesung ist
f(x) 1 2\ (3 -2\ (e [ &
M=o -1/ \—1 1)\ (e&—e*

Prof. Dr. N. Knarr Seite 9 von 12

Einsetzen ergibt

sowie




Prifung in Héhere Mathematik 3

9. Marz 2010

Durch Ableiten erhalten wir
2e
20 = 00 = (2 g

Die allgemeine LOsung ist somit

f=cifi+cpf, mitc,coeR
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Aufgabe 6: (10 Punkte)
Es ist die 2r-periodische Funktiorf mit

fx)=e M fir —m<x<m und f(x+2m) = f(x)

gegeben. Bestimmen Sie die reelle Fourierreihe fvon

Losungsvorschlag zu Aufgabe 6:

Variante 1: Reelle Rechnung

Es gilt
b=0 fir keN,

daf eine gerade Funktion ist.

a = 7—1T/_7:Tf(x) cog kx)dx
— I_ZT/One‘Xcos(kx)dx

integriere partiell

mm 1+Kk2 o T 1+k2 0
_2/1-(—1ke "
o 1+ k2

Es berechnet sich

2 {ke‘xsin(kx)—e—xcos(kx)}" 2 {O—e‘"(—l)"qtl g
2

ag 1—e™
2 mo
und damit ist die relle Fourierreihe bestimmt:

1-e™ 221 (—1ke ™

. kx) .
m nk; 1+ k2 costk)

f(X) ~
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Variante 2: Komplexe Rechnung

Mochte man bei dieser Aufgabe partielle Integration ved®rj so bietet es sich an die kom-
plexen Fourierkoeffizientegy zu bestimmen:

1 T .
Ck = ET/_nf(x)e"Xkdx
0 . T
— %T ( / ge Xdx+ [ e e 'Xkdx>
—TT 0
_ 1 (/0 e(lik)xdx+/ne (1+|k)xdx)
21T —71T 0
1 { [e2-ikx]° (1-ikx ] ™
“onl |10k | DTk
-1 0
1 1— e—(l—lk)n e(—l—ik)n_ 1
“on\ T 1ok T —1oik
1 /1-e ")k —eT(—D*+1
21T 1—ik 1+ik
1 (—1ke T
O m(1+k?)

Dacy rein reell ist, gilt
by=0 fir keN

(sieht man natdrlich auch daran, ddsgerade ist).

Weiter ist ) (1_ (_1)ke_n)
a = 2Re(cy) = 1Tk
und 2% -
2 %" ¢
Damit ist die Fourierrein&; bestimmt:
225 A ot
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