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Aufgabe 1 (10 Punkte)

Gegeben sei die parametrisierte Flache A mit
v 9 1
A =3 d(u,v) = <uv,—> eR:ue 5,2 v €E[1,2] 8.
u

Berechnen Sie die Funktionaldeterminante von ®.

&

—

Bestimmen Sie den Flacheninhalt von A.

Berechnen Sie die Koordinaten des Schwerpunktes von A.

)

—_  ~—  ~—

o,

Die Flache A wird nun entweder um die x- oder um die y-Achse rotiert. Sind die Volumina der

entstehenden Rotationskorper gleich groff? Wenn nein, fiir welche Achse ist das Volumen gréfier?

a) Jacobi-Matrix der Parametrisierung:

1 u 1 U
7 J1

¢) z-Koordinate des Schwerpunkts:

I v [P 2 1 3
— 22— dvdu = 1d 20° dv = =
s 61n2/§ /1 wore et 61n2/§ “/1 v T m22

y-Koordinate des Schwerpunkts:
12 IR 2 1 %12, 7

Ys = //g-divdu: /—du/ 200 dy = —— | —— | = .
61n 2 1w 61n2 %U2 1 6In2| w].|3 |, 6In2

d) Das Volumen der Rotationskérper lasst sich mit der Guldinschen Regel zu V' = 27d| A| berechnen,

wobei d der Abstand des Schwerpunkts zur Drehachse ist.

Wegen x5 = yg sind die Volumina gleich.
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Aufgabe 2 (12 Punkte)

Bestimmen Sie die allgemeine reelle Losung des Systems gewohnlicher Differentialgleichungen
-2 1 27" —1
/ ) = i —|— .
(@ (1 _2>y<> ( . )

Das charakteristische Polynom der Matrix ergibt

p(z)=(-2-2)(-2-2)—1
=224+42+3
=(z4+1)(z+3).

Damit sind z; = —3, 2o = —1 die gesuchten Nullstellen von p(z).

Die zugehorigen Eigenvektoren v! und v? ergeben sich zu

e (=)=
e (2)e-()()

Das Fundamentalsystem lautet also

und die homogene Losung ist gegeben durch

—3z 1 —x 1
yn(x) = cre X + o NE c1,¢o € R,

Fiir die Partikularlosung ergibt der Ansatz der Variation der Konstanten

s [ 1 L1
=i (1) o ().

In Matrix-Vektor-Schreibweise ist das

e e [al()
yp() (—G_BI e_x> (cz(x)>

Durch Einsetzen in die Differentialgleichung ergibt sich das LGS
e e\ [d(z

—e3 e [ \dy(x

2e73 () )

0 2e7) \&
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mit der Losung

3 1

dy(r) = e* — 51’6‘“ — —e%,
3 1
-1 T Y
ey () + 5e” — 5¢
Integration liefert
1
ci(x) = —e** e’

3
c(x) =2+ §xe"’” — 2",
und damit die partikuldre Losung

yp(2) = c1(2)y' (2) + ca(2)y* ()

Die allgemeine Losung ist somit

( ) -3z 1 + —x 1 + —x 1 4 1 —x 1
xTr) = Ce Col xre —e
Y 1 1 2 1 1 5 _
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Aufgabe 3 (10 Punkte)

Die 1-periodische Funktion f : R — R ist gegeben durch
1
flx) = . 16“”” -1, z€][0,1).

a) Berechnen Sie die komplexe Fourier-Reihe von f.

b) Geben Sie die reelle Fourier-Reihe von f an.

¢) Geben Sie die reelle Fourier-Reihe einer Stammfunktion F' von f an.

a) Die komplexe Fourier-Reihe lautet

o0

f([E)N Z cnez?mwc

n=—oo

mit den Koeffizienten

! e, e—1
n=0: co—/f(x)dx—/ (6_16 —1)(1:10—6_1—1—0.
n / f 127rnocdx_/ < 1 e(lian)x_ei%rnz) dr
e—1

1 ! 1 A
— 6(1 2mn)z | : [6—127rn:v} 1
1—42mn |e—1 o —i2mn 0
- 1 6171'27”1 -1 - 1
1 —i2mn e—1  1—i2mn’

Einsetzen ergibt die Fourier-Reihe

(e e}

]' 2mnr - ]' —i2mnhe ]' 12T
f@~ Y Tm ;(mee T )

n=—oo,n#*

b) Es gilt
14 12mn
Cp = ——.
1+ (27n)?
Damit ergeben sich die Koeffizienten der reellen Fourier-Reihe zu
2
pum pr— 0 n pum 2 R n pr— —’
o=@ =5 e(cn) 1 4 (27n)?
4
b, = —2Im(c,) = —L,
1+ (27n)?

und die Reihe lautet

o
4mn

2 .
f(z) ~ ; (m cos(2mnx) — 1T 2P sm(27mx)> :

c¢) Fiir eine Stammfunktion F' von f erhalten wir durch gliedweise Integration

/1 2 1 4mn
F(x) ~ in(2 2
(z) Z (27m 1+ (27n)? sin(2mn) + 2mn 1 + (27n)? cos( 7mx)>

n=1

Z (1 ) 5 cos(2mnx) + Sen t (@nn)? sm(27mw)) :

n=1
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Aufgabe 4 (14 Punkte)

Gegeben ist die partielle Differentialgleichung
a:m:u(xay) +ayyu<xay) _4axu(‘r7y> +4U(I7y) = 07 x7y S (07 1)7 (1)
mit den Randbedingungen

u(0,y) =u(l,y) =0, ye(0,1), (2)

u(z,0) = e**sin(rx), u(zr,1) = > sin(rx), z€(0,1). (3)

a) Losen Sie die Gleichung (1) mit den Randbedingungen (2) durch den Separationsansatz.

b) Bestimmen Sie die Koeffizienten der Losung aus a), so dass die Randbedingungen (3) erfiillt sind.

a) Der Separationsansatz u(z,y) = v(z)w(y) liefert die Gleichung

) | ') @)
@) el e T
V@) ), ')
o) o) TP Tl

und damit die gewohnlichen Differentialgleichungen
V' (z) — ' (z) + (4 — c)v(x) =0, w”(y) + cw(y) = 0.

Die Differentialgleichung fiir v liefert das charakteristische Polynom A2 — 4\ + 4 — ¢ mit den
Nullstellen

Aip =2+ /C
Fallunterscheidung fiir ¢:

() Falls c=1*>0:
Allgemeine Losung der Dgl :

v(z) = ae®D? £ pe DT g b e R

Einsetzen der Randbedingungen ergibt a = b = 0 und damit keine interessante Losung.

(17) Falls ¢ =0:
Allgemeine Losung der Dgl :

v(x) = ae** + bxe*”.

Wieder ergibt das Einsetzen der Randbedingungen a = b = 0.
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(i17) Fallsc= —1*> <0 :

v(x) = ae** cos(lx) + be* sin(lx).

Aus den Randbedingungen folgt

v(l) =be’sin(l) =0 = b=0oderl=nnm, neN.
In diesem Fall sind die Losungen gegeben durch
vn(2) = bpe* sin(nmz), n e N.

Fiir w erhélt man damit die Differentialgleichungen

wi(y) = —Cawn(y) = N7 w, (y)

mit der allgemeinen Losung

Superposition ergibt
o
Z e* sin(nrx) (a,e™ "™ + bne””y) )

n=1

b) Das Einsetzen der Randbedingungen fiihrt auf

)
sin(nmx) (ape”"" + be™™) = 277 gin (),

u(z,0) = Z e sin(nmz) (an + by) = e sin(mz),
n=1
(@1=> ¢
n=1

und damit auf

a1—|—b1:1

= a1 =0, by =1
167"+ bie™ =e”,

a, = b, =0, firn > 2.
Damit ist die Gesamtlosung

u(z,y) = e** sin(rx)e™
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Aufgabe 5 (5 Punkte)

Folgende Wahrscheinlichkeiten sind gegeben:
P(B)=04, P(ANB)=03, P(AUB)=023.

Sind die Ereignisse A und B unabhéngig?

Die Ereignisse A und B sind unabhéngig, wenn P(A N B) = P(A)P(B) gilt.

P(B)=04 = P(B)=06
P(A)=P(AUB)— P(B)+ P(ANB)
=08—-06+0.3=0.5
P(A)P(B)=0.6-05=03=P(ANB) v

Also sind die Ereignisse unabhéngig.
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Aufgabe 6 (9 Punkte)

Ein zylindrisches Prézisionsteil besitze die gewiinschte Qualitédt, wenn die Abweichung des Durch-
messers vom Nennmafl ¢ dem Betrage nach nicht grofler als 3.3mm ist. Der Herstellungsprozess sei
so beschaffen, dass der Durchmesser des Teils eine N (p, 0?)-normalverteilte Zufallsgrofe mit der

Standardabweichung o = 3mm ist.

a) Wieviel Prozent der Teile einer Serie werden durchschnittlich mit der gewiinschten Qualitét pro-

duziert?

b) Wie gro darf die Standardabweichung sein, damit weniger als 10% Ausschuss entsteht?

X = Abweichung vom NennmaB, X ~ N(0,0%)

Zu berechnen ist die Wahrscheinlichkeit P(|.X| < 3.3)

3

X | 33
P(x| <33) = P(| =k =)
~N(01) =11

= O(1.1) — B(—1.1) = 2d(1.1) — 1
—2.0.8643 — 1 = 72.86%

<1 aa (1)
g g

b) Mit

ergibt sich

— =1.65
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