Priifung in Hohere Mathematik 3 5. September 2011

Losungsvorschlage zur Klausur
fiir bau, ernen, fmt, ITul, mach, tema, umw, verf

Aufgabe 1: (9 Punkte)
Gegeben seien die beiden Mengen
M= ({(x,y)eR*|0<x<4,x—4<y< %(x—4)2}
U{(ny) eR?| -4 <x<0, —3(x+4)> <y<x+4})

und
M, :=[—4,4] x [-1,1].

Mit diesen Mengen bilden wir M := M| \ M,.

(a) Fertigen Sie eine Skizze von M an.

(b) Bestimmen Sie fiir f(x,y) = |x| den Wert des Integrals

//Mf(x,y) dxdy.

Losungsvorschlag zu Aufgabe 1:

v

(a)
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(b) Aufgrund der Symmetrie von M und f(x) = |x| gengt es, f ber M NH™ mit H :=
{(x,y) € R?:y> 0} zu integrieren:

//Mf(x,y)dxdy:2-//MmH+ |x|dxdy.

Wir setzen zur Vereinfachung g(x) = x+4, p(x) = ;(x—4)? und zerlegen MNH™ in
die zwei Bereiche

Ni={(xy) €R?| 1 <x<0,1<y<g(v)},
Noi={(x,y) eR*|0<x< 1,1 <y < p(x)},

wobei 7] = —3 und 7, = 2 die Losungen von g(x) = 1 sowie p(x) = 1 sind.

2
// flx,y)dxdy=2- Z// |x|dxdy
M j=177Nj
0 rgx) 2 rplx)
= —/ / xdydx+/ / xdydx

-~ -~

=A =B

Somit ist

A berechnen wir durch

und analog dazu B

2 p) 271 14 25 3,17 5
B= dydx= [ (-2 —2x"+3x Jdx=|—x*- S+ 22| =Z.
/O/y_lxyx /0(4x x+x)x [16)6 3x+2x0 3

Somit erhalten wir: 9 5 37
dxdy=2-( -+~ | =—.
foar=2(5+3) =3
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Aufgabe 2: (9 Punkte)
Gegeben ist die Differentialgleichung

y" +9y = 3sin(3x) .
(a) Bestimmen Sie alle reellen Losungen der Differentialgleichung.

(b) Bestimmen Sie die Losung f, welche die Bedingungen

(B0 w5

erfullt.

Losungsvorschlag zu Aufgabe 2:
(a) Zuerst muss die homogene Losung bestimmt werden. Aus y” + 9y = 0 ergibt sich das
charakteristische Polynom

p(X)=X*+9=(X+3i)(X —3i)
mit den Nullstellen A; , = 4-3i. Die homogene Losung lautet daher
fu(x) =crcos(3x) +cysin(3x), mitcy,co €R.
Um die inhomogene Losung zu bestimmen, gibt es verschiedene Moglichkeiten:

e Variante 1: komplexer Ansatz

Anstelle von & wird zunichst die komplexe Storfunktion
h(x) = 3¢

betrachtet. Nach Art der rechten Seite erhélt man fiir die partikuldre Losung fp der
komplexen Storfunktion den Ansatz

Folx) = axe™™
da ein Resonanzfall vorliegt. Einsetzen in die Differentialgleichung ergibt mit dem
Operatorenkalkiil
(D+3i)(D — 3i)axe®™ = 303
™ (D + 6i)D(ax) = 330
(D +6i)a=3
6ia =3
und somit a = —%. Fiir die partikuldre Losung fp ergibt sich also
fr(x) = —%xem = %xsin(?)x) — %xcos(3x) :

Da h(x) = Im(h(x)) folgt fiir die partikulére Losung f,, zur Stérfunktion i

fr(x) =Im(fp(x)) = —%xcos(3x) .
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e Variante 2: reeller Ansatz

Nach Art der rechten Seite erhilt man fiir die partikuldre Losung f,, der reellen
Storfunktion den Ansatz

fp(x) = axsin(3x) + bxcos(3x) ,
da ein Resonanzfall vorliegt. Die Ableitungen lauten

J(x) = (a—3bx)sin(3x) + (3ax + b) cos(3x),
/! :
» (x) = —(9ax + 6b)sin(3x) + (6a — 9bx) cos(3x).
Einsetzen in die Differentialgleichung ergibt

—6bsin(3x) + 6acos(3x) = 3sin(3x),

was durch Koeffizientenvergleich zu a =0, b = —% fithrt. Damit lautet die Parti-
kuldrlosung

1
frx)= —Excos(fix) .
Insgesamt erhilt man die allgemeine Losung
1
f(x) =cycos(3x) + ¢y sin(3x) — Excos(3x) mitcj,c2 € R.

(b) Nach Ableiten der allgemeinen Losung und Einsetzen der Anfangswerte erhilt man das
Gleichungssystem

clcos(§)+czs1n(5) Zcos (
(3 s (%

—3cysin (%) + 3¢y cos

mit der Losung ¢ = % und ¢, = 0. Damit lautet die Losung des Anfangswertproblems

flx)= gcos(3x) - %xcos(3x) .
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Aufgabe 3: (12 Punkte)
Bestimmen Sie alle reellen Losungen des Differentialgleichungssystems

;o (4 —1 2¢3%
=02

Losungsvorschlag zu Aufgabe 3:
Fiir die Losung des homogenen Systems ermitteln wir (analog zu 6.4.5) ein Fundamentalsy-
stem. Dazu berechnen wir zunéchst das charakteristische Polynom der Matrix:

X(X)=(@4-X)2-X)+1=X>—6X+9=(X —3)*

mit der doppelten Nullstelle A; = 3. Damit lautet das reelle Fundamentalsystem der zugehori-
gen skalaren Differentialgleichung

3x

gl(x) =e, gz(x) = xe™.

Fiir die zugehorige Wronskimatrix und ihre Inverse in O ergibt sich

M(x):<3ee3; (3x)f31x)e3X)’ M(O)ZG ‘1)) (M(0>T>—1:<(1) —13).

Ausgehend von dem ersten Einheitsvektor e; erhalten wir die linear unabhiingigen Vektoren

() =)

so dass die Losung des homogenen Anfangswertproblems y’ = Ay, y(0) = e; gegeben ist durch

am=o 1) (5 ) () = (M12),

Das zweite Element des Fundamentalsystems erhalten wir entweder iiber

X e3x
A =10 = ({326

3x
oder iiber die Bestimmung des Eigenvektors vi = G) , der zur Losung f>(x) = (23x> fiihrt.

Damit ist die allgemeine Losung des homogenen Systems gegeben durch

1 1
fnlx) = c1e” ( j;x> +cpe™ (1> , c1,c0€R.

Fiir die Bestimmung einer partikuliren Losung verwenden wir den Ansatz der Variation
der Konstanten, der auf das folgende Gleichungssystem fiihrt:

(7 (-5
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Umformen ergibt

(6) - (4 ) 6)=(5)

was auf c1(x) = 2x, ¢2(x) = —x? und damit auf die partikulire Losung

— 3x X\ 2 3x _ 3x (X 2x
fp(x) =2xe ( ) x“e (1> =e ( ’ )

fiihrt. Die allgemeine Losung ist dann durch fj, + f,, gegeben:

2
flx)= cre> G) +cpe” (1 jc—x> + e (x ;2)6) , c1,00€R.

Prof. Dr. N. Knarr Seite 6 von 7



Priifung in Hohere Mathematik 3 5. September 2011

Aufgabe 4: (10 Punkte)
Gegeben ist die 27-periodische Funktion f mit

Flx) = —1, fir —7<x<0,
o %x, fir 0<x<m.

(a) Entwickeln Sie f in eine reelle Fourier-Reihe.

(b) Untersuchen Sie, ob f eine 27-periodische Stammfunktion F besitzt. Wenn ja, geben
Sie eine Fourier-Reihe von F an.

Losungsvorschlag zu Aufgabe 4:
(a) Da f(x) weder gerade noch ungerade ist, miissen alle Koeffizienten berechnet werden.
Fiir ag ergibt sich

L ) 1,
ag = — / —1dx+/ —xdx =—1+ 5710 =
T -7 o T

Weiter berechnen wir

1 0
an = (/ —cos(nx) dx+/ —xcos(nx) dx)
—T

1 0 2 2o
= {—E sm(nx)] B + {Wxsm(nx)} ) 2 sin(nx)dx
=~ 2 5 [cos(nx)]§ = 22712 (=D)"=1),

n2m?
b, = % (/_On — sin(nx)dx-l—/o %xsin(nx) dx)
— {% cos(nx)} Oﬂ + [—%xcos(nx)} : + % /On cos(nx)dx
_ % (1—(=1)") — %(—1)" + nzzﬂz [sin(nx)]g = % (1=3(=1)").

Damit erhalten wir insgesamt

10~ X, (s (1) =)o)+ (1 =317 sino))

n?m?

= (—m cos((2k—1)x) — % sin(2kx) + sin((2k — l)x)) .

4
(2k—1)m

(b) Daap=0ist, besitzt f eine 27-periodische Stammfunktion F', deren Fourierreihe durch
gliedweise Integration bestimmt werden kann:

Z ( ~1)sin(nx) — —— (1 —3(—1)")cos(nx)>

- n’r

i ( ﬁsm(@k— 1)x)+ 2k12n_cos(2kx) — ﬁcos(@k— l)x)) .

k=1
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