Priifung in Hohere Mathematik 3 28. Februar 2012

Losungsvorschlage zur Klausur
fiir bau, ernen, fmt, Iul, mach, tema, umw, verf, geod und so weiter ;)

Aufgabe 1: (6 Punkte)
Die archimedische Spirale wird durch

A:R—R> mit A(@)=(@cos@,@sing)’
parametrisiert. Fiir 7 < ¢ < 37 begrenzt diese zusammen mit dem Geradenstiick
G:={(x,y) eR*| -3x<x<—m y=0}

ein ebenes Gebiet J. Bestimmen Sie fiir g : R> — R? mit g(x,y) = (—y,x)” die Zirkulation
von g entlang des Randes von J.

Losungsvorschlag zu Aufgabe 1:
1. Variante: Direkt iiber Randintegral

Wir parametrisieren den linearen Teil des Rands dJ durch
Cs:[0,1] — R? mit Cg(@)=(—31+21¢,0)"

und den Rest wie in der Aufgabenstellung angegeben duch die archimedische Spirale A auf
[,3 7] eingeschrinkt. Damit folgt der Ansatz:

Z(g,d]) = / g(s)ds

_ / (Cole))-Colp)g+ | 7 o(A(0))-A'(9)do

Da das Vektorfeld g u.a. die Koordinaten vertauscht, ist das Kurvenintegral iiber den linearen
Teil identisch O.

Mit

1o\ (cos(@)—@sin(@)
Ale)= <sin<<p> +<pcos<<o>)

folgt also

_ 3r
2(2.07) = [ glA(9)-A'(9)de

B ”3” [0} sm . cos(¢) — @ sin(@)
. ( ¢ cos( ) <sin((p) +0 cos((p)) de
3n
= /ﬂ —@ sin(@) cos(@) + @” sin(@)” + @ cos(9) sin(@) + ¢ cos()*de

2% 4
?7[

3n ) 1
= (pd(p_

T

3
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2. Variante: Mit Green

Die Fliche J kann mittels ebener Polarkoordinaten durch die Abbildung

®:0—R>:(r, ) — (rcos(e), rsin())’,

Q:={(rne)r<e<3r,0<r<o}

parametrisiert werden. Da
rotg(x,y) =1—(-1) =2,

folgt mit dem Greenschen Satz in der Ebene und weil

|det® (r,@)| =r:

Z(g,d0J) = /rotg(x,y)dxdy

J
it ro 3n
:2/ /rdrd(p:/ |8 de
T 0 T

1 26
= §<P3 2= ?”3-
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Aufgabe 2: (6 Punkte)
Rotiert man das in der (x,z)-Ebene gelegene Rechteck [1,2] x [0,2] um die z-Achse, so entsteht
eine Menge M C R>. Bestimmen Sie den Ausfluss des Vektorfelds

g:RP— R mit g(x,y,z) = (xz,3y2+y*,2y—2)7
durch den Rand von M.

Losungsvorschlag zu Aufgabe 2:
Offenbar ist
M={(x,y2) eR}|1 <2 +y*<4,0<z<2},

d.h. M lisst sich in Zylinderkoordinaten durch
®:[1,2] x [0,27] x [0,2] — M mit ®(r,,z) = (rcos(@),rsin(@),z)"

parametrisieren. Wir erhalten mit Gauss den Ausfluss von g durch den Rand dM von M somit
durch

A(g,0M) = / / Mdivg(w,Z)dxdde-

Da
divg(x,y,z) =z+322+2y+y—322 =z+3y

und | det®'(r, @,z)| = r folgt:

21

2 2 2
A(g,0M) = / / (z+3rsin(@))-r dzdedr
1J9=0Jz=0
0=0

r=
(
2r

(2r+67*sin(¢))dedr
0

2r 43z sin(@)) ‘izod(pdr

| =

o
s

1

1

¢
2
(2ro— 61 cos(@)) |(pﬂzodr

[\

1

™|

Il
S

4rmdr = 2r27r‘? =6T.
1
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Aufgabe 3: (8 Punkte)
Bestimmen Sie die Losung y : R — R? des Anfangswertproblems

3 .30 -1
Yy=16 =3 0|y »0)=
12 3 1

Losungsvorschlag zu Aufgabe 3:
1. Variante (mit Minimalpolynom) (siehe Satz 6.3.7) Wir erhalten

—1 -3 9
v=y0)=| 0|, Av=|-6|, Av=[0
1 2 -9

und damit A%y +9v = 0. Das zugehdrige Polynom
p(X)=X%+9

hat die Nullstellen 4, ;, = £3i, und damit lautet das reelle Fundamentalsystem der zu-
gehorigen skalaren Differentialgleichung

g1(x) =cos(3x), ga(x)=sin(3x).

Das Anfangswertproblem hat dann die Losung

f(x)

I
<
b
<
=
=2
|
ﬂ
N\
o
==
~__

mit der zugehorigen Wronski-Matrix

[ cos(3x)  sin(3x)
M(x) = (_3 sin(3x) 3COS(3X)>

o=, w0 7=(; )

Damit ist die Losung des Anfangswertproblems gegeben durch

mit

o= (5 ) 6 D)~ (7 7) (8)
_ (e

cos(3x) + % sin(3x)
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2. Variante (mit charakteristischem Polynom) (siehe Satz 6.3.4) Wie oben erhal-
ten wir

-1 -3 9
v=| 0], Aav=|-6], A>v=1| 0
1 2 -9

Das charakteristische Polynom der Matrix A lautet
24(X) = (B3 =X)(B-X)(-3-X) +18) = 3-X)(X*+9)

mit den Nullstellen A, /2 =131, A3 = 3. Das reelle Fundamentalsystem der zugehérigen
skalaren Differentialgleichung lautet damit
g1(x) =cos(3x), ga(x) =sin(3x), g3(x)=e".

Das Anfangswertproblem hat dann die Losung
fx)=1|v Av A2y | M(O)T | g2(x)

mit der zugehorigen Wronski-Matrix

N——— A ~

cos(3x) sin(3x)  e3F
M(x) = [ —3sin(3x) 3cos(3x) 3e3F
—9cos(3x) —9sin(3x) 9e3*
also
Lo Loy
MO)=|0 33|, MOO"=| 0 L+ 0
-9 0 9 —% —1% i
Damit ist die Losung des Anfangswertproblems gegeben durch
-1 -3 9 3 -3 % cos(3x)
fx)=10 -6 0 0 10 sin(3x)
1 11 3
1 2 -9 1§ —15 18 e
-1 -3 9 1(cos(3x) —sin(3x) +€**)
=0 -6 0 1 sin(3x)
1 2 -9 T (—cos(3x) —sin(3x) +€>)

-1 -1 0 cos(3x)
=10 -20 sin(3x)

1 % 0 e
—cos(3x) —sin(3x)
= —2sin(3x)

cos(3x) + % sin(3x)
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Aufgabe 4: (5 Punkte)
Bestimmen Sie die allgemeine reelle Losung y : R — R der Differentialgleichung

y' =2y =3y =x.

Losungsvorschlag zu Aufgabe 4:
1. Berechnung der Losung y; der homogenen Gleichung. Das charakteristische Poly-
nom der Gleichung lautet:

p(X)=X>—2X-3=(X-3)(X+1),

also lauten die Grundldsungen g1, g» und die allgemeine Losung der homogenen Glei-
chung so:

g1(x) = e3x, ex)=e" yx)= c1e3x—}—cze_x, c1, ¢ €R.

2. Berechnung einer Partikulirlosung y, der inhomogenen Gleichung.

Ansatz nach Art der rechten Seite. Resonanz liegt nicht vor, also lautet hier der
Ansatz y,(x) = oox+ 3, das heilit:

yp(x) = ax+ B, y,(x) = a, y,(X) =0.

Einsetzen und Koeffizientenvergleich:

! 1 2 1 2
20-30x-3f=x = 00=—5,-=3p &= a=—=,0=—
Damit lautet eine Partikuldrlosung
1 2
yp(x):—§x+§.

Alternativldsung: Variation der Konstanten. Ansatzy,(x)=ci(x)e>*+ca(x)e ™.
Wronski-Matrix M (x) zu den Grundlosungen:

e3x e X B 1 _e—3x _e—3x
M<x):<363x _€x>7 M(x) 12_1(_36)( &~ )

Differentialgleichungen fiir die ,,Konstanten*:

(@)= 50 ) Q=)

Integration liefert als Stammfunktionen zum Beispiel

3x+1 1
c1(x) =— );_g e 3%, cz(x):Z(l—x)ex,
was dann hier auf die Partikuldrlosung y, fiihrt:
~ 3x —X 1 2
Vp(x) =ci(x) e’ +ea(x)e :—§x+§:yp(x).

Zufillig gilt hier y, = J,,.
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3. Allgemeine Losung der inhomogenen Gleichung. Die Gesamtlosung y ist also durch

1 2
y(x) = yp(x) +yu(x) = —zXtgte S fee™, ¢, 0 ER,

gegeben.
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Aufgabe 5: (6 Punkte)
Bestimmen Sie die Losung des Anfangswertproblems

(4+x7)y =4+y%, y(0)=2.
Hinweis: Den Definitionsbereich der Losung miissen Sie nicht bestimmen.

Losungsvorschlag zu Aufgabe 5:
Es ist 4 +x> > 0 und 4 +y? > 0, also kann man die Differentialgleichung fiir alle x € R
separieren:

/

y 1
44+y2 44 x2

y 1
<— dx = dx
/4+y2 /4+x2
1 1
= [ ——dw|poy= [ ——=dx
/4+w2 Wl /4+x2

1 1 1 1
= 5/ ot

= arctan(%) = arctan(g) +C, CeR.

(4+x%)y =44y —=

Da 0 im Definitionsbereich ist, 16st man nach y mit dem Hauptzweig der Tangens-Funktion
auf:
X
y(x) =2 tan (arctan(i) +0),

Anfangswerte anpassen:
T
y0)=2tanC=2 < C= T
also

X T
y(x) =2 tan (arctan(i) + Z)

Variante ,,automatisch richtige Anfangswerte‘: Natiirlich kénnte man auch bestimmt in-
tegrieren:

(4—i—x2)y/ :44—y2 und  y(0)=2

* (&) AR N B
<:>/0—))2d§_/0 gl wmd (0)=2

4+ (v(&
:)/y;d —/x#déj
2 2T )y ag g
N arctan(®)["
= arctan(z)‘n_2 = arctan(z) B

= arctan(%) = arctan(g) + arctan(1)

<= y(x) =2tan (arctan(g) + g)
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Aufgabe 6: (9 Punkte)
Die 2 m-periodische Funktion f : R — R sei gegeben durch

0 fir -7 <x< -7,
-1 fir -7 <x<0,
fx)=<0 fiir x =0,

I fir0<x<Z,

0 fir 7 <x<m.

(a) Bestimmen Sie die reelle Fourier-Reihe von f.

(b) Geben Sie fiir alle x € [—7, 7] an, gegen welchen Wert die Fourier-Reihe von f im Punkt
x konvergiert.

(c) Begriinden Sie, ob f eine 2 w-periodische Stammfunktion besitzt. Falls das so ist, geben
Sie die Fourier-Reihe einer solchen Stammfunktion an.

Hinweise: Ausdriicke der Form sin(j7/2) bzw. cos(jm/2) miissen ausgerechnet werden.
Ausdriicke der Form 1 + (—1)/ miissen nicht weiter vereinfacht werden (j € Ny).

Losungsvorschlag zu Aufgabe 6:
(a) Die Funktion f ist offenbar ungerade, daher gilt a; = 0, k € Np.
Fiir die Sinus-Koeffizienten by, k € N, erhélt man unter Ausnutzung der Eigenschaften

von f
1 T
m:—/_m@mw@m
TJ)-x
2 (T2 2 /2
= E/o sin(kx)dx = = [— cos(kx)}0
2 T
= ﬁ (1 — COS(k 5))
Also gilt

) { = fiir k ungerade,
k— 1 ; w7 A
j—ﬂ(l—(—l)l) fiir k = 2 j gerade.

Die Fourierreihe ist dann

2 [(&sin((2j+1)x) S 1—(=1) .
flx)~ - (];) 2t +j221 2 sm(2]x))

B =osin((27+1)x) & 2 .
- (j;) i1 +1;o2(21+1) sm(2(2l+1)x)>

sin((2j+1)x)  sin((4j+2)x)
2+l 241 )

|

SIS IS
D8 <
VR
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(b) f ist stetig differenzierbar in den Stellen —x, 7 und in (7, ) bis auf die Sprungstellen
bei =7 und 0, da f stiickweise konstant ist existieren die einseitigen Grenzwerte, also
konvergiert die Fourierreihe nach Satz 7.3.4 gegen die folgenden Werte in [—7, 7]:

f(x)a xE[—ﬂ', ﬂ]\{_%aoag}W
%i (Sin((Zj—l—l)x)+sin((4j+2)x)> _ b x=-Z
T iZo 2j+1 2j+1 0 x=0,

1 _ T

b X = 5-

(¢) Dadie Fourierreihe von f eine reine Sinusreihe ist, ist der erste Kosinuskoefizient a( na-
tiirlich O und f besitzt eine (stiickweise) Stammfunktion F, die ebenfalls 2 -periodisch
ist.

Gliedweise integration liefert

F(x) ~ 2 (i cos{(2/+1)x) - il ! _4(;21)] cos(2jx)>

T
2 & [cos((2j+1)x)  cos((4j+2)x)
2L (T e
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