Priifung in Hohere Mathematik 3 26. Februar 2013

Losungsvorschlage zur Klausur
fiir bau, ernen, fmt, Iul, mach, tema, umw, verf, geod und so weiter ;)

Aufgabe 1: (10 Punkte)
Die Fliche T im R sei gegeben als

T:={(xy2) eR|F+y*=1—[}.
Bestimmen Sie fiir das Vektorfeld f : R® — R3, (x,y,z) — (xz,yz, 2°) den Ausfluss A(f,T).

Losungsvorschlag: Nach dem Satz von Gauss gilt: A(f,T) = [ [ [divf dx dy dz, wobei V
das Innere von T bezeichnet. Es ist

divf(x,y,2) = 2242

Benutze Zylinderkoordinaten: x = rcos0, y = rsin@ mit 0 < r < /1 —|z|, 6 € [0,27) und
lz| < 1.
Die Funktionaldeterminante fiir die Koordinatentransformation ist r.

Also ergibt sich:
2 1 py/1-7
:/ / / rodivf drdz do =
0 -1J0

N /om /_11 /omr@wzz) drdz d6 =
B /ozn /11[%r2(2Z+12)]3/1__'Z' dzdo =
= [7 [ -2 +2) dzae =
_/2” </ (1422 +) d”/ (1-9(32 +Z)dz>d9_

2 1 1 1 1
410 2 3 41
— - s de =
/ ( 74 z+8z]_ +[2 cZ 8Z]0)
1 1 1 1 1 1 T
G N T _
M3t378 27678 6
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Alternativ: Ohne den Satz von Gauss ldsst sich der Ausfluss direkt berechnen als

://Tf-ndO.

Dazu parametrisiert man 7" wieder durch Zylinderkoordinaten:

/1 —|z|cos 6
®:[-1,1]x[0,27) =T, (z,0)— | /1—]z|sinB

<

Normalenvektoren erhélt man durch das Kreuzprodukt der Ableitungen: fiir z > 0 ist

2F0059 —+/1 —2zsin 0O —v1—zcos 0
D, x Py = -sin@ | x| VI-zcos® |=| —vI-zsin®

2V1= 1

0 -2

und fiir z < 0 analog
2\/1{?(3?59 —V/1+2zsinB —\/1—|—zc986
D, x Py = 2\/msme X \/1—|—gc059 =| —v1+4zsinb
1 2

Bestimmt man diese Vektoren an ausgewihlten Punkten, zum Beispiel an (3,0) und (—3,0),
so sieht man, dass dusseren Normalenvektoren in beiden Féllen durch —®, x ®4 gegeben sind
(der dussere Einheitsnormalenvektor n wire dann (—®, x ®g) - |®, x ®g|~!, die Bestimmung
von n ist aber fiir die Berechnung des Integrals nicht ntig). Damit berechnet man nun

A(f,T)://Tf-ndO://Tf(CID(z,G))-nMDZ(z,Q)><CI>9(Z,9)|dzd9:

—//f (2,6 D, x Pg) dz dO =

/27r /0 72V 1+zcosB v/ 1+2zcosB

1+4+2zsin6 . v 1+2zsin@ dz+
1.3 1
3% 2
1—zcosO v1—zcos0
—|—/ Z 1—zsm9 . v/1—2zsin0 dz | do =

1

2
2 1 13
—/ / 1+Z)_6Z dz+/ (1—z2)— - dz | d6 =

2%1 1 1, 1. 1
2 4 2 3 411
_ 40 =
/ Z+Z 24]1+[2 —38 T ¢
1 1 T
:2 J— —_—) = —.
matw) =%
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Aufgabe 2: (12 Punkte)
Bestimmen Sie alle Losungen der Differentialgleichung y'(x) = Ay(x) + h(x), wobei

A= G _31)  h(x) = (_“Z;;J .

Losungsvorschlag: Zuerst bestimmen wir die Losungen des homogenen Anteils y'(x) =
Ay(x). Wir 16sen dazu zunichst ein Anfangswertproblem y'(x) = Ay(x) mit y(0) = v. Wir

wihlen hier
vi=e = <(1)) ,

betonen aber, dass man auch einen anderen Vektor wihlen kann und analog vorgehen kann
(solange dessen Bild unter A linear unahéngig zu diesem Vektor ist — ansonsten, also bei
einem Eigenvektor, muss das Verfahren wiederholt werden). Es ist

()

Al = A(Av) = (O)
4
gilt jedoch A%y = 4Av — 4v, wie man mit dem GauB-Algorithmus sieht:
1 10 GauB 1 0 -4
01 4 01 4)°

Es gilt also p(A)v = 0 mit p(X) := X% —4X +4 = (X —2)%.
Ein Fundamentalsystem der Differentialgleichung p(D) = 0, d.h. y” —4y" +4y =0, ist

und daher sicherlich Av ¢ (v). Fiir

e2x’ erx )

Die Wronski-Matrix dieses Fundamentalsystems ist

2x 2x
€ X€
M('x) = (262x e2x_|_2xe2x>

(M(©0))T = (G (1)>1>T:((1) _12) |

Wir bekommen nun ein Element eines Fundamentalsystems von y'(x) = Ay(x) durch
2x 2x 2x 2x
o _nr/f e (1 1\ (1 =2\ [e (e —xe
81 (x) T (V | AV) (M(O) ) (erx) - (O 1) <O 1 erx - erx :
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Eine dazu linear unabhiingige Losung ist

e — Dxe?*
g2(x) :=Ag1(x) =g (x) = (ezx + 2x62x>

Die allgemeine Losung zu y'(x) = Ay(x) ist also ot g1 (x) + 0xg2(x) mit oy, ap € R.
Nun bestimmen wir eine spezielle Losung von y'(x) = Ay(x) + h(x) mittels Varitation der
Konstanten. Die Wronski-Matrix des Fundamentalsystems (g, g2) von y'(x) = Ay(x) ist

er _ erx er _ 2xe2x
erx er + 2xe2x

wort =g 1) =5 )

Die Inverse von M (x) ist laut Vorlesung

M(x) =

Es ist

—2x —2x —2x —2x
-1 e 1 (e +2xe 2xe”* —e
M) =) ()= (TR 2L

Wir miissen nun Funktionen ¢ (x),c;(x) finden fiir die gilt

) =m0 ne = (555)

Wir integrieren dazu die rechte Seite einfach komponentenweise under erhalten:

(a)=()

Die allgemeine Losung der Differentialgleichung ist also

agi(x)+Bga(x) +gp(x)

mit o, B € R.
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Aufgabe 3: (8 Punkte)
Bestimmen Sie alle reellen Losungen der Differentialgleichung

y' + 4y = 8+ 4cos(2x).

Losungsvorschlag zu Aufgabe 3:
(a) Losung der homogenen Gleichung
Zuerst muss die Losung fj, der homogenen Gleichung berechnet werden. Dazu bestimmt
man das charakteristische Polynom aus der Gleichung y” + 4y = 0:

p(X) =X +4=(X+2i)(X —2i).
Dieses hat die Nullstellen A; » = &2/ und daher lautet die homogene Losung:

fn(x) =c1fi(x) + cafa(x) = 1 cos(2x) + ¢; sin(2x) mit ¢, ¢ € R.

(b) Losung der inhomogenen Gleichung durch Ansatz nach Art der rechten Seite
Hier nutzt man das Superpositionsprinzip aus, d. h. man sucht Losungen f),, von ygl +
4y, =8und f,, von ygz +4y,, = 4cos(2x) und bekommt damit die partikuldre Losung

fP :fpl +fp2'

(1): Storfunktion h;
Fiir die Storfunktion £ (x) = 8 erhdlt man den Ansatz

i (%) = ae®™,
da keine Resonanz vorliegt. Zweimaliges Differenzieren und Einsetzen liefert
0+4a=8.

Somit lautet das Ergebnis nach Koeffizientenvergleich f,, (x) = 2.

(2): Storfunktion h, komplex
Anstatt /1 (x) betrachtet man zunéchst die komplexe Storfunktion

hy(x) = 4e*™.
Es liegt Resonanz vor mit A; = 2i und Vielfachheit m = 1, daher lautet der Ansatz
Fop () = axe®™.
Einsetzen in die Differentialgleichung ergibt mit dem Operatorenkalkiil
(D +2i)(D — 2i) (axe®™) Z4e%
¢** (D + 4i)D(ax) L4020
(D +4i)(a) =4
dia =4
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und somit @ = —i. Die partikulidre Losung fm lautet also
Fp, (x) = —ixe®™ = xsin(2x) — ixcos(2x).

Da die eigentliche Storfunktion der Realteil der komplexen Stérfunktion ist 2, (x)=
R(hy(x)) folgt damit auch fiir die gesuchte Partikulédrlosung

fp(x) = ‘K(fpz (x)) = xsin(2x).

(3): Storfunktion h; reell
Man kann das Rechnen mit den komplexen Storfunktionen auch vermeiden, indem
man direkt den folgenden reellen Ansatz macht

fp, (%) = axsin(2x) + bxcos(2x).

Zweimaliges Ableiten dieser Ansatzfunktion liefert dann

fl’)2 (x) =(2ax+ b) cos(2x) + (a — 2bx) sin(2x),
[y (x) =(4a — 4bx) cos(2x) — (4b + 4ax) sin(2x).

Durch Einsetzen in die Differentialgleichung erhilt man durch einen Koeffizien-
tenvergleich somit ein Gleichungssystem fiir die Unbekannten a und b

4acos(2x) — 4bsin(2x) =4 cos(2x).

Dieses Gleichungssystem hat die Losung a = 1, b = 0 und damit hat die partikulire
Losung zu hy(x) wie vorher die Form

fp,(x) = xsin(2x).
Die komplette Partikuldarlosung erhdlt man durch Addition der Einzell6sungen
fp(x) = fp,(x) + fp,(x) =2+ xsin(2x).

(¢c) Losung der inhomogenen Gleichung durch Variation der Konstanten
Alternativ kann man die partikuldre Losung auch durch Variation der Konstanten be-
stimmen. Dazu muss man die Wronskimatrix M (x) fiir f1(x), f>(x) aufstellen und ihre
Inverse M~ (x) berechnen

s(2x)  sin(2x) _ 1 (2cos(2x) —sin(2x)
M(x) = (—CZOSin(Zx) 2005(2x)> , M) = 2 (25?n(2x) cos(2x) ) '

Damit kann man ein Gleichungssystem fiir die Ableitungen der noch zu bestimmenden
Funktionen ¢ (x) und c;(x) aufstellen

() =3y ) (s o)
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und erhiélt nach Ausfiihren der Matrixmultiplikation

() (2 es)

Man sieht sofort, dass
—4/sin(2x)dx: 2cos(2x) und 4/cos(2x)dx: 2sin(2x).

Zur Bestimmung der restlichen Stammfunktionen kann man z.B. die Substitution z =
sin(2x) ~» dz = 2cos(2x)dx oder z = cos(2x) ~» dz = —2sin(2x)dx nutzen

2
/ 2sin(2x) cos(2x)d. / dz = Sm 2%) bzw. — / zdz = w

bzw. partiell integrieren

sin(2x)

/cos2(2x)dx:/cos(2x) cos(2x)dx =

= %sin(zx) cos(2x) + /(1 —cos?(2x))dx

cos(2x) + / sin®(2x)dx

1
! sin(2x) cos(2x) + g

Damit lauten die Funktionen ¢ (x) und ¢, (x) letztendlich
I . 2 1 2
c1(x) =2cos(2x) — 5 sin (2x) bzw. ¢1(x) = 2cos(2x) + 5 cos (2x),
1
c2(x) =2sin(2x) + 5 cos (2x) sin (2x) + x,
und man bekommt die partikulédre Losung durch Einsetzen dieser Funktionen
fp(x) = c1(0) f1(x) +c2(x) f2(x)
1 1
=2cos?(2x) — 5 sin?(2x) cos(2x) 4 2sin®(2x) + 5 cos (2x) sin® (2x) + xsin(2x)
=2+xsin(2x) bzw.

fr(x) = %cos(Zx) + 2+ xsin(2x).

Zusammenfassend lautet die allgemeine Losung als Linearkombination des homogenen und
partikuldren Anteils somit

F(x) = fu(x)+ fp(x) =24cycos(2x) + (c2 +x)sin(2x)  mitcy,cz € R.
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Aufgabe 4: (10 Punkte)
Die 2-periodische Funktion f : R — R sei gegeben durch

f):=hHE)+fK), xe[=1,1), fx+2)=f(x) mit

3x, xe€[-1,0)

fi(x) :==sin(7rx) und fo(x):= { 0. xelo.1)

(a) Entwickeln Sie f in eine reelle Fourierreihe.
(b) Bestimmen Sie fiir alle x € R den Grenzwert der Fourierreihe.
Losungsvorschlag zu Aufgabe 4:

(a) Zum Entwickeln der reellen Fourierreihe von f bietet es sich an die Fourierreihen von
/1 und f> zunichst separat zu bestimmen und danach zu kombinieren.

(1) Mit den bekannten Orthogonalitétsrelationen fiir f| sieht man sofort, dass

1,k=1
a17k:O VkGN(), b17k:(]].{7}(k) :){ O,k;é7 ,kGNo.

(2) Der erste Koeffizient ay g fiir f> folgt durch einfache Integration sofort:

0 1 5 0 3

a20:3/xdx—|—/0dx:3 {x—] -2

7 2|, 2
—1 0

Zum Bestimmen der allgemeinen Koeffizienten ist es hilfreich zuerst die allgemei-
nen Stammfunktionen durch partielle Integration auszurechnen

1
Fi(x) = /xcos(knx)dx :% sin(k7mx) 4 ) cos(kmx),

1
F(x) = / xsin(kmx)dx = — % cos(kmx) + ) sin(kmx).

Die Koeffizienten erhilt man dann durch Einsetzen in diese Stammfunktionen
0 1
ar i =3 /xcos(kitx)dx+ /Ocos(kﬂx)dx =3F(0)=3F (-1)
—1 0

3 3 3 .
=i~ i O = s (1 (1),

0 1
bry =3 / xsin(krx)dx + / Osin(kmx)dx = 3F(0) — 3Fy(—1)
—1 0

3(=1F

3
=~ cos(—km) = —
cos(—km) o

kn
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(3) Alternativ fiihrt auch die Rechung im Komplexen fiir f, mit 7 =2 und ® = 7 zum
Ziel. Durch partielles Integrieren bekommt man

_ —ik _ ([ 1 —ik
F3(x)—/xe M dx = (E—l—m)e e

und somit die Koeffizienten ¢, ; analog zu den Rechnungen im Reellen als

0 I

3 - 1 - 3 3
2k =5 /xe_’k”xder 3 /Oe_’k”xdx =3k (0) — §F3(—1)
0

-1

371 3/—i 1 L
= — ) =2 =+ —— (=1
2 (kznz) 2 (kn * k27r2) (=1)
31 w3 (=DF
“rep I

Man sieht sofort, dass ¢, _; = ¢34 gilt und bekommt somit wie vorher

3
k?m?

3(—1)k

a i (c2.4) pom

(1= (=1)") und byy=—23(co) = —

(4) Fasst man nun alle vorher berechneten Koeffizienten zusammen und nutzt aus, dass

die Koeffizienten mit geraden Indizes in der Cosinusreihe von f, verschwinden, so
lautet die Fourierreihe von f

y 1=

3
+—= cos(kmx)
4 w2 & k?
3
T

2 i (=1)* sin(k7x) + sin(77x)

——cos((2k— 1) mx)

Ok
+ Z <]l{7} (k) — 3(k7r1) ) sin(k7x).

(b) Die Funktion f ist stetig differenzierbar in den Intervallen (2k —1,2k) U (2k,2k + 1)
(k € Z) mit endlichen links- bzw. rechtseitigen Grenzwerten sowohl fiir f als auch f” in
allen Punkten {k|k € Z}. Da die Funktion f insbesondere stetig ist in (2k — 1,2k + 1)
(k € Z), konvergiert die Fourierreihe in diesem Bereich also gegen f(x). In den Punkten

{2k + 1|k € Z} hingegen macht f einen Sprung der Hohe 3, sodass sich der Grenzwert
dort berechnet als

%( lim f()+ lim f(x))z%(0—3):—§.

x,2k+1 XN2k+1
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