Prof. Schneider Hoéhere Mathematik 111 Musterlésung 05.09.2013

Aufgabe 1 (10 Punkte)

a) Bestimmen Sie die Fliche, welche durch die Kurven y = 2z% und y = 4 — 22 eingeschlossen

wird.

b) Bestimmen Sie [ sin(2® 4+ y*) d(z,y) durch Einfithren von Polarkoordinaten.
{z?+y2=1}

¢) Berechnen Sie [[[z*d(x,y,2) fir (z,y,2) € K mit K =[—1,1] x [-3,3] x [0,2].
K

d) Berechnen Sie den Schwerpunkt der Platte P = {(z,y) | y = 0,z = y, z*> + y* < 1} bei
konstanter Dichte pg.

Losung:

(a) Das gesuchte Fliachenstiick hat den Inhalt

1
4 1 32
/_1[(4 —2z%) — 22 dz = [4z — 5905]71 =5

(b) Nach Einfithrung von Polarkoordinaten (x,y) = (7 cos ¢, rsin ¢) gilt mit der Transformations-

regel
// 1 27
sin(z? + y?) d(z, y) = / / sin(r?) - T dedr
z?+y?=1 0 Jo Funktionaldeterminante
27 1
= / 1de - / sin(r?)r dr
0 0
1 1
=27 [—5 cos(rQ)] = m(1 — cos(1)).
0
(c) Esist

2 3 1
///z3d(x,y,z):/ / / 2 drdydz
0o J-3J
K
1 3 2 1 72
:/ 1dx-/ 1dy-/23dz:2~6-[—z4} = 48.
-1 -3 0 4 |,

(d) Die Koordinaten (zg,ys)’ des Schwerpunktes mit Dichtefunktion p(x,y) = py sind gegeben

durch
Tg 1 .
(or) = T [ ;) e
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P ist ein Achtelkreis mit Radius 1. Daher ist

1
£o // 1d(z,y) = po - (Flacheninhalt von P) = SPo-
P

In Polarkoordinaten ist P gegeben durch

P ={(rcos(p),rsin(p))|r € [0,1], ¢ € [0,7/4]}.

//:Cdxy / / rcos(p) - rdedr

Damit ist

: Ll B
//yd$y / / rsin(p) - rdedr
- {gr ]0 [— COS(SD)]g/4 ;T\/Z
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Aufgabe 2 (10 Punkte)

T
Gegeben seien das Vektorfeld f = | y | und der Kérper K = {(z,y,2) | z*+3*+2? < 4 und 2z = 0}.

2
a) Bestimmen Sie div f und rot f.

b) Bestimmen Sie den Durchfluss [(f,n)do aus K durch den Boden
B

B={(z,y,2) | 2°+ ¢y +2* <4 und z = 0}.
¢) Bestimmen Sie den Durchfluss [(f,n)do aus K durch den Deckel
D

D={(z,y,2) | 2> +9*+ 2> =4 und z = 0}.

sin(x)
d) Sei g = | 2+ ¢y |. Bestimmen Sie rot g und das Wegintegral ¢(g,dz) zweiter Art, wobei
2 C

62’

C={(z,y,2) | 2*+y*+ 2> =4 und z = 0}.
Hinweis: Einige Aufgabenteile vereinfachen sich bei Verwendung von Integralsétzen erheblich.
Losung:
Bemerkung: Die Durchlaufrichtung von C' ist in Aufgabenteil d) frei wahlbar. Damit kénnen wir

zwischen zwei Moglichkeiten fiir die Richtung des Normalenvektors wéhlen.
(a) Esist divf =3 und rotf = (0,0,0)".

(b) Da der Fluss aus K gesucht ist, ist damit auch die Richtung des Normalenvektors eindeutig
festgelegt. Es wird der bzgl. K nach auflen weisende Normalenvektor benétigt.

Da B in der zy-Ebene liegt, verschwindet die z-Komponente von f|g. Sei v der beziiglich K

nach auflen weisende Normalenvektor. Dann gilt

/]3<f,n>do—/]3<f13,u>da—[3< Z : 8 >da—0.
0 1
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(c) Esist 0K = BUD. Daher gilt nach dem Satz von Gaufi:

/D(f,n>da—/D<f,u>da

:/Kdivf(x,y,z) d(z,y, z)—/<f7 v)do

B
=3 %,—/

= 3 - (Volumen von K)

3 2 23 = 16
— o =T - —= T
3 M

da K eine Halbkugel mit Radius 2 ist.

(d) Esist
Oye”” — 0.(z +y") —1
rot g(z,y,2) = 9. sin(z) — pe”” =10
O:(z + y') — 9, sin(x) 0

Da C' die Randkurve von B ist, gilt mit dem Satz von Stokes

ji(g,dx>=[9<r0tg,iV>d0=/B< _01 : 8 >d0=0.
0 1
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Aufgabe 3 (10 Punkte)
Gegeben seien die 2m-periodischen Fortsetzungen der Funktionen

ha) = { 0, furazel0,n],

fi(z) = cos(x) + cos(3x), fiir x € [0, 2), und
-2, fur z € (7, 2m).

a) Bestimmen Sie die Fourierreihe von f;.
b) Begriinden Sie, dass die Fourierreihe von f; gleichméBig gegen f; konvergiert.

) Gegeben sei der Unterraum S = span{sinz, cos4x,sin3z}. Bestimmen Sie das Element von

S, welches beziiglich der Norm ||-||, den minimalen Abstand zu f; besitzt. Dabei ist

lullo = ( / " |u<x>|2dx)

d) Sei u(z,t) Losung der Wellengleichung 0?u = 0?u mit 2m-periodischen Randbedingungen
= fi(x) und Jyu(z,0) = 0. Bestimmen Sie

beziiglich  und den Anfangsbedingungen wu(z,0)
u(+, 1), d.h. die Lésung zum Zeitpunkt ¢ = 1.

1/2

Losung:

(a) f2 ist 2m-periodisch. Dann hat die zugehorige reelle Fourierreihe FY, die Form

+ Z ay cos(kx) + by sin(kx))
k=1

2) 2 1 2
aoz—/ f2(x)dx:—/ —2dx = —2.
2m Jo T Jr

Die Fourierkoeffizienten ay, by sind dann fiir & = 1 gegeben durch

Qg
Ffz ?

Es ist

2

U T costh) e = — 2 [Lsingrn)] =0
=] cos(kz) dz = —— | - sin(kz =0
1 2 1 o211 2
== —95si S = Z 2 (=1 = == (=) =1,
b 7T/7r sin(kz) dx W{ kcos(/m;)]ﬂ w[ k+k:( )] lm[( ) ]

(b) Die Funktion f; ist stetig auf ganz R, also konvergiert die Fourierreihe gleichméBig.

(c) Die Vektoren, die S aufspannen, stehen beziiglich des L?-Skalarproduktes senkrecht auf cos(-)

und cos(3-). Daher ist das Element aus S, welches f; bestmoglich approximiert, die 0.
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(d) w ist 2m-periodisch beziiglich x. Also kénnen wir u(-,¢) zu jedem Zeitpunkt ¢ als Fourierreihe

+ Z ) cos(kx) + by (t) sin(kz))

k=1

_ %
2

schreiben. Da u die Wellengleichung 0%u = 0?u 16st, folgern wir durch Einsetzen der obigen
Fourierreihe und einen anschliefenden Koeffizientenvergleich, dass die Koeffizientenfunktionen

ap und by den folgenden linearen Differentialgleichungen geniigen miissen:

a/k/(t) = _k2ak (t)a

bi(t) = —k*by(t). )

Um nun a; und by eindeutig zu bestimmen, bendtigen wir noch Anfangsbedingungen ay(0),
Da u(x,0) = f(x), haben wir zunéchst die Bedingung

% + Z ) cos(kx) + by(0) sin(k:m)) L cos(x) + cos(3z).
k=1

Da f bereits in der Form einer (abbrechenden) Fourierreihe gegeben ist, lassen sich die ent-

sprechenden Koeffizienten leicht ablesen, so dass
bp(0) =0, firalle k € N, a;(0) =1, a3(0) =1, ax(0) = 0, sonst.

Analog liefert dyu(x,0) =0, dass a,(0) = 0 fiir alle k¥ € Ny und b},(0) = 0 fiir alle £ € N.

Mit Hilfe dieser Anfangsbedingungen erhalten wir dann aus (1), dass
ay(t) = cos(t), as(t) = cos(3t)

und alle anderen Koeffizienten zu jedem Zeitpunkt verschwinden.

Damit ist u(z,t) = cos(t) cos(x) + cos(3t) cos(3x) und speziell

u(z,1) = cos(1) cos(z) + cos(3) cos(3x).
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Aufgabe 4 (10 Punkte)

a) Betrachten Sie die Differentialgleichung # = z — z”. Bestimmen Sie tlim x(t) und 1tlim x(t)
—00 ——00

fiir die Losung ¢ — «(t) mit der Anfangsbedingung z(0) = 3.

b) Betrachten Sie das Differentialgleichungssystem
T =y,
Y = py + cos(x).

Bestimmen Sie alle Fixpunkte und untersuchen Sie deren Stabilitat in Abhéngigkeit von u €
R~ {0}.

¢) Bestimmen Sie diejenige Losung y(x) der exakten Differentialgleichung
—122%(y — 2°) + 2(y — 22%)y' =0
mit y(0) = —1.

Losung:

(a) Die Differentialgleichung besitzt die beiden asymptotisch stabilen Fixpunkte +1 und den in-
stabilen Fixpunkt 0. Da x(0) € (0,1), ist lim; .o x(t) = 1 und lim;, ., z(t) = 0, wie auch

leicht aus dem Phasenportrit zu erkennen ist.
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(b) Wir interpretieren das Differentialgleichungssystem als

() ~ F(xy).
)

Die Fixpunkte sind dann gegeben durch die Losungen von F(z,y) = (0,0)". Es ergibt sich
unmittelbar aus der ersten Zeile, dass y = 0 sein muss. Dann erhalten wir die unendlich vielen

Fixpunkte P;((2j+1)7,0) fiir j € Z. Die lineare Stabilitit der Fixpunkte bestimmen wir mit

Jrleu) = <_ si?l(x) ;) |

JF((Qj—i-l)g,O):( 0 1).

Hilfe der Jacobimatrix

so dass

(=17 p
Damit ist det Jp(P;) = (—=1)? und spur Jr(P;) = p fiir j € Z. Sind A\; und )y die Eigenwerte

von Jp(P;), so muss gelten
A A =det Jp(FP), A+ A =spur Jp(FP)).

Im Fall, dass A; nichtverschwindenden Imaginérteil besitzt, ist Ay = )\_1, da Jp(P;) reell ist.
Dann ist spur Jp(P;) = 2Re A\; und det Jp(P;) = |[\1]* > 0.
e Im Fall ¢ > 0 ist die Spur der Jacobimatrix stets positiv. Besitzt Jp(P;) nur reelle
Eigenwerte, so muss also mindestens einer der Eigenwerte positiv sein.
Besitzt Jp(P;) ein Paar komplex konjugierter Eigenwerte, so muss mindestens ein Eigen-
wert positive Realteil besitzen.
In jedem Fall sind fiir > 0 alle Fixpunkte instabil.
e Falls < 0, ist die Spur der Jacobimatrix stets negativ.
Fiir ungerades j € Z ist die Determinante der Jacobimatrix negativ, so dass nur rein
reelle Figenwerte vorliegen konnen, welche verschiedene Vorzeichen besitzen. Daher muss
es einen positiven Eigenwert geben und die entsprechenden Fixpunkte sind instabil.
Falls 5 gerade ist, sind wieder zwei Fille zu unterscheiden: Liegt ein Paar komplex kon-
jugierter Eigenwerte vor, so ist 2ReA; = 2Re)\y = p < 0.
Sind beide Eigenwerte reell, so ist die Summe der beiden Eigenwerte negativ, aber das

Produkt positiv. Damit miissen beide Eigenwerte negativ sein und die Fixpunkte asym-

ptotisch stabil.
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(c)

Zusammenfassend gilt also

@ >0 @ <0
J gerade | P; instabil | P; stabil

J ungerade | P; instabil | P; instabil

Gesucht ist eine Funktion H(x,y), welche entlang von Losungen konstant ist, d.h.

d
TH@y@) =0 & O.H(,y) +0,H(x,y)y =0.

Damit erhalten wir aus der Differentialgleichung

0 H(w,y) = —122%(y —2°) = H(w,y) = —4a’y + 2° + c(y),
O H (x,y) = —42° + ¢ (y) = 2y — 42° = z.B. H(x,y) =y* — 42°y + 22°.

Wir erhalten die Losungen y(z) durch Auflosen der impliziten Gleichung H(x,y(z)) = ¢ € R,

also

y(x) = 22° + Ve + 225,

Zusammen mit der Anfangsbedingung y(0) = —1 haben wir dann y(x) = 22® — /1 + 2x6.

Bemerkung: Es geniigt nicht, die Losung y in impliziter Form
v — 4ty +yt =1

anzugeben, da diese Gleichung zwei Losungen zulésst, ndmlich y;5(z) = 22* £ v/1 4+ 22°%. Da

allerdings y;(0) = 1, kann dies keine Losung des Anfangswertproblems sein.
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Aufgabe 5 (10 Punkte)
a) Bestimmen Sie diejenige Mobiustransformation, welche —1 in —1, 3¢ in —%z’ und 2 in %
abbildet.

b) Bestimmen Sie eine Funktion v zu u = 2* —3xy?, so dass f(x+iy) = u(z,y)+iv(z,y) komplex

differenzierbar ist.

c) Gegeben sei die komplex differenzierbare Funktion
f:C — C, welche auf K| = {z =€ | ¢ € [0, 27]}

die Werte f(e¥) = 1 + 0i annimmt. Bestimmen Sie f(0) und allgemein f™(0) fiir n € N.

d) Gegeben secien die Geraden gy = {z € C|Imz = 0} und g, = {z € C|Rez = Im z} sowie die
Funktion h : C — C mit
h(z) = (z — )%

Begriinden Sie, wieso der Schnittwinkel der Bildkurven h(g;) und h(g>) im Bild des Schnitt-
punktes 45° betragt.

e) Bestimmen Sie

1 16
7{ - dz und j{ - dz.
(ls|=10} 2 — Dz + 4 (2=} (2 —4)

Losung:
(a) Die gesuchte Mobiustransformation ist z — 1.

(b) Mit den Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen ergibt sich

!
dpu(z,y) = 322 — 3y* = Oyv(z,y) = v(x,y) = 322y —® + c(x),
—0yu(z,y) = —(—62y) = Opv(m,y) =6y +(z) = wv(r,y) =32y -y’ +c ceR.

(c) Die konstante Abbildung z +— 1 erfiillt die an f gestellten Bedingungen. Da nach der Cauchy-
schen Integralformel die Werte von f fiir z im Innern des Einheitskreises bereits eindeutig durch
die Werte von f auf K, festgelegt sind, muss f = 1 sein. Daher ist f(0) =1, f™(0) = 0 fiir
n=1.

(d) Wir haben 4/ (z) = 4(z — 7*)® und somit /'(0) = —47? # 0. Damit ist A'(z) # 0 in einer
Umgebung U des Ursprungs. Die Funktion h ist also eine konforme Abbildung auf U und

damit winkelerhaltend. Da g; N go = {0} und sich die beiden Geraden dort im Winkel von 45°
schneiden, ist die Behauptung gezeigt.
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(e) i)

ii)

Esist 22 — 5z +4 = (z — 1)(z — 4). Die beiden Singularititen z; = 1 und 2z, = 4 liegen
beide innerhalb des Kreises um den Ursprung mit Radius 10. Nach dem Residuensatz ist

damit

1 1 1
——dz =21 | Res | ——,1 Res| ——,4 | ).
ﬁ|:822—3z+2 ‘ m( es(zz—5z+4’ )+ es(z2—5z—|—4’ ))

Da bei z; und 2z, jeweils Pole 1. Ordnung vorliegen, kénnen die Residuen beispielweise

durch die folgenden Formeln berechnet werden:

1 1 1
Res (22—52—1—4’ ) Zl_rg(z )(z—l)(z—él) 3’

1 1

T 92.4-5 3
4

1 1
Res [ —— 4] =
(z2—5z+4 ) 4 (22— bz +4)

z=

1 11
A= 2ri(->+-)=0
7|{Zloz2—5z—i—4 - 7”( 3+3>
16

Da W bereits in Form einer Laurentreihe um den Entwicklungspunkt 4 gegeben
Z J—
ist, lasst sich sofort ablesen, dass das Residuum gleich 0 ist. Daher verschwindet auch das

Damit ist

Integral.
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Aufgabe 6 (10 Punkte)

a) Entwickeln Sie f(z) = —26'22 +
z

1

5 unter Verwendung der Exponentialreihe in eine Laurent-
Z R
reihe mit Entwicklungspunkt zy = 0, welche im Punkt 2z = 5 konvergiert.

Geben Sie die Koeffizienten von 27 fiir j € {—2,—1,0,1} explizit an.

b) Bestimmen Sie

f(2)
dz und dz.
7{Z|:1}f(z) - jiz:l} 2

¢) Bestimmen Sie den Konvergenzradius der Taylorreihe von f zum Entwicklungspunkt zy = 7.

Losung:

()

(b)

(c)

f besitzt Singularitdten in 0 und 10. Das Ringgebiet um 0, in dem f analytisch ist und
welches 5 enthélt, ist dann {z € C|0 < |z| < 10}. Damit ist insbesondere |Z| < 1, so dass

wir den zweiten Summanden in folgender Weise als geometrische Reihe schreiben konnen:

loml, 1 1 1 g, =1 . & .
f(z)zﬁzﬂz _1_0'1—i:ZHZ 10 Tmzjzza"z'
k=0 10 k=0 j=0 n=-2
Die gesuchten Koeffizienten sind dann
] 0 9 1
A_o = a_1 = an = — a1 = ——-.
2 ) 1 » WO 107 1 100

Damit ergibt sich sofort, dass Res(z — f(2),0) = a_; = 0 und Res(z — f(2)/2%,0) = a; =
—1/100. Da der Einheitskreis nur die Singularitét zop = 0 enthélt, ergibt sich damit nach dem
Residuensatz sofort:
(2)dz =0, LQZ) dz = — 4.
j2=1 =1 2 50
Der Konvergenzradius der Taylorreihe von f zum Entwicklungspunkt zy = 7 ist gegeben durch

den Abstand von zy zur néchstliegenden Singularitdt von f. Da 10 ndher an zy liegt als 0, ist

der Konvergenzradius R = |10 — 7| = 3.
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