Hohere Mathematik 1 und 2 24.2.2014

Losungshinweise zur Klausur

fiir Studierende der Fachrichtungen el, kyb,mecha,phys

Aufgabe 1 Entscheiden Sie, welche der folgenden Aussagen richtig und welche falsch sind.

(i

(i f o :<ﬁ—3i>
(iii) [@,b,d] = [¢,d, b]

(iv) (¢)° = e

(v) In100 —In99 = 1/z fiir ein x € [99, 100]

(vii) Das lineare Gleichungssystem A*Ax = A®b ist fiir jede reelle Matrix A losbar.
(viii) det A < 0 = 3 Eigenwerte mit verschiedenen Vorzeichen.

(ix) grad(fg) = (grad )" grad g

)
)
)
)
)
(vi) (AB)~' = A7'B~! fiir invertierbare Matrizen A und B
i)
)
)
(x) Ist die Determinante der Hesse-Matrix (H f)(z) negativ, so liegt bei z kein Minimum vor.
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Aufgabe 2 (Angabe des Ergebnisses geniigt) Berechnen Sie

i+ei7r

(i) - = + i, (ii)/ sinz cos® x dr =
0

2—3i

(iii) den Abstand des Punktes P = (0,2,0) von der Ebene E : 3z — 4z = 1:

(iv) Z 2 " = , (v) lim

n=0

cos(2r) —1
(n+1)! o0 sin(3z)

(i)

e™ = —1, Erweitern mit komplex konjugiertem Nenner ~»
i+e™  (i—-1)(2+3i) 2-3-2-3i
2-3i  (2-3i)(2+3i) 449

(i)

s 1 ™
/ sinz cos® x dr = {—gcosfsx} =2/3
0

0

(iii) Hesse Normalform

P eingesetzt ~ d = 1/5
(iv) Umformung zur Exponentialreihe:

T B N 7 K
Z(nﬂ)!l“ _%Z(nﬂ)!_%(

n=0

— (22)"
) )]

n=0

(v) Regel von I’'Hospital ~»

. cos(2x)—1 . —2sin(2x)
lim ————— = lim ———~*
z—0  sin(3x) 20 3 cos(3x)

)

= —5/13 —i/13

_exp(2r) — 1
B 2r



Aufgabe 3 (Angabe des Ergebnisses gentigt)

(i) Normieren Sie die Vektoren @ = (4, —1,8)", v = (7, —4, —4)".

(ii) Ergénzen Sie «¢°, v° durch @ zu einem orthonormalen Rechtssystem

(iii) Wie lauten die Koeffizienten des Vektors & = (2,0, —1)" beziiglich der Basis {u°, ¢°,w°}?
(iv) Berechnen Sie [, ¥, Z].

(v) Bestimmen Sie ¢ durch Spiegeln von Z an der durch «# und ¢ aufgespannten Ebene durch
den Ursprung.

ue = , T — , W = , 37 =
r = ul -+ v° + u—)»o’ [67 ,177 'f] =
(i)

@ =16+ 1+64=9, |7 =v49+16+16=9
~>

1 1
P = —(4,-1,8)", & = (7, —4,—4)"
u 9(7 7)7 U 9(7 ) )
(i)

W=w =u XU =— | — -4 == I
81\ g 4 81\ 9\
(iii) ¥ = (2,0, —1)"
a=7-10=8+0-8)/9=0, f=7-0"=(1440+44)/9=2, y=7- 0 =8+0+1)/9=1

(@, 7,7 = 81 |

(v) E:su+tv, s,teR

=4
v@é
o
=4
+

T=20"4w° = 7—uw’ ekl

>
2 o [ 4 10
j=i-20°=|0|-5|8 |=5(-16
~1 ~1 —7



Aufgabe 4

Berechnen Sie den Abstand der windschiefen Geraden
o (0,1,4)' +t(—4,1,0)", teR,
ga (1,-1,0)" +s(0,1,-2)", seR.

Bestimmen Sie jeweils die Hesse-Normalform der Ebene Ej (k = 1,2), die g und den Ursprung
enthélt, sowie den Winkel zwischen E; und Ej .

(1) Formel fiir den Abstand windschiefer Geraden ~»

H(_lv 27 4>t7 <_47 17 O>t7 <07 17 _Q)t”

d =
|<_47 17 O)t X (07 17 _2)t‘

(=4,1,0)t x (0,1, =2)t = (=2, -8, —4)* —

iy 2-16-16] 30 15
VA +64+16 84 21

(ii) Ebene E; durch g; und O ~» aufspannende Richtungen :

(0,1,4)", (—4,1,0)"
Kreuzprodukt ~» Normale

2
= (—4,-16,4)", n° = %(—1, —4,1)"

Hesse Normalform:

2
E;: %(—x—4y+z)=0

(iii) Alternative Berechnung fiir Ey
(1,—1,0) und (0,0,0) € By =

EQZ .T"—y"—’}/Z:O

(0,1,=2)* L (1,1,7)" = ~r=1/2
Normierung ~ Hesse Normalform:

1
FEy : §(2x—|—2y+z):()

(iv) Winkel zwischen F; und Ey = (kleinerer) Winkel zwischen Normalen

— o0 — 0 2
cos p = |n1° -y :\1/—8_|(—2—8+1)| — p=7/4



Aufgabe 5
Bestimmen Sie die Partialbruchzerlegung der rationalen Funktion

3

CESIE

r(z) =

sowie Asymptote und Extremum (z,,y.). Skizzieren Sie den Graph.
(r hat bei = 0 einen Wendepunkt.)

(i) Polynomdivision:

v(2? +22+1) —2(x* + 22+ 1) + 3v + 2 94 3xr + 2
=z

(T 1) CESVE

r(z) =

~» Asymptote: y = x — 2
Partialbruchzerlegung, Doppelte Polstelle x = —1 ~» Ansatz
x3 a b

=x—2
(x+1)2 v +x+1+(1’+1)2

Grenzwertmethode, Multiplikation mit (z + 1) und Setzen von z = -1 = b= (—1)3 = -1
Testenan 0 = 0=0—-2+a+b~a=2-b=3
(i) Kritischer Punkt:

2 3

0 _ 3 2 3 2
O—T(x)—1+(x+1)3—(x+1)2(:)x +32°+3x+1+2-3r—-3=2"+32"=0

~+» Wendepunkt an 0 und =, = —3,y, = (=3)3/(-3 + 1) = —27/4
(iii) Skizze:




Aufgabe 6
Berechnen Sie

- 2x o0
W [ernesena v [Toa o [ oy

a)

partielle Integration ~»

m r 1 ™ ™ 1
/ (2+x)cos(3z) de = |(247x) = sin(3x)} - / —sin(3z) dx
0 W_/Rf_/ L 3 0 0 3

s

b)

Substitution u = €%, du = e” dx ~»

/ © exdx:/ Y du:/l— 3 du
3+e” 3+u 3+u

Stammfunktion und Riicksubstitution ~»

u—3m|34+ul+c=¢e"—-3In|3+¢€°|+¢
c)

< dx © 1 1 1 . X
/_Oo3gc2+1 - _mﬁm\@dm:ﬁ[amtan(m/ﬁ)}m:_




Aufgabe 7
Berechnen Sie fiir das lineare Gleichungssystem

1
Ar=0b, A=|2
t

S = O

t 1

21, b=10

1 1

die Determinante der Matrix A und transformieren Sie es auf obere Dreiecksform. Geben Sie
an, fiir welche Werte des Parameters ¢

a) keine b) genau eine ¢) unendlich viele

Losungen existieren und bestimmen Sie die Losung fiir ¢ = 2 sowie alle Losungen im Fall c).

(i) Entwicklung nach 2. Spalte ~»
det A =1(1 —t?)

— genau eine Losung (Fall b)) fir ¢ € R\ {—1,1}
lineares Gleichungssystem

1 0 ¢t|1
21 210
t 0 1|1
Zeile 2 — 2 x Zeile 1
Zeile 3 — t X Zeile 1 ~» Dreiecksform
10 t 1
01 2—-2t| =2
0 0 1—¢2|1—1¢t

t = —1 ~ 3. Gleichung unlésbar, also keine Losung (Fall a))
t =1~ 3. Zeile nur Nullen, also unendlich viele Losungen (Fall c))
Gleichungssystem fiir ¢t = 1:

10 1)1
01 0|2
00 0] O
Losungsmenge direkt ablesbar:
1 —1
r=|-2]+s|1 0|, seR
0 1
Gleichungssystem fiir ¢t = 2:
10 2|1
01 —2|-2
00 —3|—-1
Losung:
1
1
1



Aufgabe 8
Bestimmen Sie die erste, zweite und n-te Ableitung der Funktion

F(t) =1n(1+2¢),

entwickeln Sie f in eine Taylor-Reihe um tq = 0 und bestimmen Sie den Konvergenzradius.
Geben Sie ebenfalls die quadratische Taylor-Approximation von

g(z,y) = f(3z + y°)

im Punkt (0,0) an, sowie den Gradienten grad ¢(0,0) und die Hesse-Matrix (Hg)(0,0).

(1) f(t) =In(1 + 2¢t):

Ableitungen
2
/ PR—
/ 1+2¢
—4
1
/ (14 2t)2
f = (=14 2t) " (n — 1)!

Auswerten am Entwicklungspunkt ¢y = 0 ~»

5.

n=1 n=1

n+1

> —1)ntlgn

n
(Auch: direkt durch Einsetzen von 2¢ in die bekannte Reihe von In(1 + z))

Konvergenzradius:
! = Tim /27 /n =2

ntooo

(Auch: Konvergenzradius 1 der Reihe fiir In(1 + ) = Konvergenzradius r = 1)

(i) g(z,y) = fBz +y*):
Einsetzen in quadratisches Taylor-Polynom fiir f : 2t — 2¢2

%

23z +y*) — 2(3z + y*)? = 62 + 2y* — 182° + - -
(iii) Gradient und Hesse-Matrix

6z + 2y* — 182% = g(0,0) + (grad g(0, 0))" (U;) + %(:}c,y)(Hg)(O, 0) <§)

— grad g(0,0) = (g) (Hg)(0,0) = (‘5’6 Z)



Aufgabe 9
Die Matrix

-(33)

besitzt den Eigenwert 1. Bestimmen Sie zweiten Eigenwert sowie die Hauptachsenrichtungen,
Hauptachsenldngen und Normalform der Quadrik

Q: 2"Ar =6.

Um welche Kurve handelt es sich?

(i) zweiter Eigenwert:
M=1,Spur A=5+2=7 = A =6
(ii) Hauptachsenrichtungen = Eigenvektoren

(A—E)U=<5;1 231)<Z;):(8)
= v =(1,-2)"

Symmetrie von A = Orthogonalitit der Eigenvektoren
~» zweiter Eigenvektor w = (2,1)"
(iii) Normalform des Kegelschnitts:

Q: 2'Ar =6

Substitution z = (v°, w°)y und Division durch —6 ~» Normalform

2
MNP+ A2 —6=0 & —%—y§+1:()

Ellipse mit Hauptachsenléingen /6 und 1 .



