Prufung in Hohere Mathematik 3 26. Februar 2014

Ldsungsvorschlage zur Klausur
fur bau, ernen, fmt, geod, mach, medtech, tema, umw, verf, vk )

Aufgabe 1: (11 Punkte)

Gegeben ist der Korpét = {(x,y,2) € R® | 1< XP+y?+722 <4; xy,z>0}.
(a) Geben SiK in Kugelkoordinaten an.
(b) Berechnen Sie das Volumen des Korpeérs

(c) Berechnen Sie den Schwerpunkt un

Losungsvorschlag:

(a) Eine mogliche Parametrisierung des Hohlkugeloktantetetau

rsin(3)coq @)
K(r,¢,3)= ( rsin(3)sin(¢) ), 0<I9<m/2, 1<r<2, 0<¢<m2
rcogd)

(b) Das Volumen des Korpers berechnet sich Giber das Volumegnaiteie folgt:

/2 rm/2 (2
vK:/ / / r2sin(39)drdgd9
0 0 1

_m
6
Alternativ: Es gilt fur das Volumen eines Kugeloktanten mit dem Radius
V(r) 4/3m3
8 8
Somit ist das gesuchte Volumen gegeben durch
v V@ -V
8
_Tm
6

(c) Fur Koordinaten des Schwerpunkts berechnen wir einer digeriden Integrale:

S— ViK///xdxdydz: %/On/z/on/z /12rsin(z9)cos(qb)rzsin(z‘})drdd)dz‘}
K

_ 4
~ 56
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oder 6 12 2 g2 45
TT, TT,
_ 3qi _
S = 771/0 /0 /1 rsin(3)cogd)drd¢dd 6

Aus Symmetriegrinden gi§, =S, =S..

Alternativ Kartesische Koordinaten:

(@)

(b) Berechnung des Volumens mit kartesischen Koordinatenl€¥ g- Vo> — Vi, wobeiV,
das VWolumen des Kugeloktantes mit dem Radiumezeichnet. Fur das entsprechende
Integral schreiben wir:

ro V2= 122y
V, = / / / dxdydz
o Jo 0

V=122

:/or E(( 2—zz)arcsir(\/%)+y\/r2—22—y2) dz

y=0

_ (T2 _m

_/o 20 —ZA)dz= 5
7

V=—
6

(©)
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Aufgabe 2: (6 Punkte)
Losen Sie das Anfangswertproblem

y =Ay, y(0) =V,

(1) ()
o ()

(VIAV) = ( . 1)

Das charakteristische Polynom der Mathixst

wobei

Losungsvorschlag:

Also

A-1 1

del()\I—A):‘ 1 -3

— -2

2 ist die einzige Nullstelle des charakteristischen Patysound sie ist zweifach. Deswegen
bekommen wir

91\ _ e

g2 te?
Also ist die Wronski Matrix

M(t) = ( (22[2[), (tt:ztzt)/ ) = ( ;:Z (2tt+ej>e2‘ )
)

und wir bekommen
Jetzt berechnen wir
und

Deshalb ist die Losung des Anfangswertproblems

—wmmonH(8) - (51 (E2)(S)

lice
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Aufgabe 3: (2 Punkte)
Seix = x(t), v=v(t) eine Losung des Differentialgleichungssystems

X =v,V=-v_x

und seiE = ¥4 Zeigen Sie, das&E < 0.
Ldsungsvorschlag: Mit der Kettenregel bekommen wir

dE

= XV4V(—V° —X)
=<0
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Aufgabe 4: (7 Punkte)
Bestimmen Sie die allgemeine Losung der Differentialdiaitg

y'(x) —4y'(x) — 5y(x) = cosh(x).

Losungsvorschlag zu Aufgabe 4:
e LOsung der homogenen Gleichung
Zuerst muss die Losuniyg der homogenen Gleichung berechnet werden. Dazu bestimmt
man das charakteristische Polynom aus der Gleichlingdy — 5y = 0:

p(X) =X2—4X —5= (X —5)(X+1).
Dieses hat die Nullstelleh; = —1,A» = 5 und daher lautet die homogene Losung:

fh(X) = C1 f1(X) + Cafa(X) = cre X+ ce™ mit ¢y, ¢ € R.

e LOsung der inhomogenen Gleichung durch Ansatz nach Art dexchten Seitegx)
Wir verwenden cosfx) = exzefx und setzen nach Superposition zwei partikuléare L6-

sungen an. Zunachsg, (x) = ae*

fo,(x) =ae" und fJ (x) =ae".

Einsetzen in die Gleichung liefert nun

fp, —4fp —5fp, —ae‘— 4ae — Sae
= — 8age*

Ein Koeffizientenvergleich liefert
1

16
Als zweiten Ansatz wahlen wir wegen der Reson#igzx) = bxe™.

fo,(X) =b(e*—xe™™) und fJ (x)=b(—2e+xe).

a—=

Einsetzen in die Gleichung liefert nun

fp, —4fp, —5fp, =b(—2e 7 +xe™) —4(b(e ™ —xe ™)) — 5(bxe ™)

= — 6be *
efX
2
Ein Koeffizientenvergleich liefert
1
b=—-——.
12
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Damit lautet die partikulare Losung

1 1

e LOsung derinhomogenen Gleichung durch Ansatz nach Art decchten Seitefoshx))
Wir verwenden direkt den cosh und missen wegen der Resoiyarzacoshx) +
bsinh(x) + cxcoshx) 4 dxsinh(x) ansetzen. Dies fuhrt auf

fo(x) = (a+d)sinh(x) + (b+c) cosh{x) + cxsinh(x) + dxcosHx)

und

fp(X) = (b+2c) sinh(x) + (a+ 2d) cosh{x) + dxsinh(x) + cxcosh(x).

Einsetzen in die Gleichung liefert nun

fy —4f, —5f, =(b+2c)sin(x) + (a+ 2d) cosh{x) + dxsinh(x) + cxcosh(x)

—4((a+d)sinh(x) + (b+ c) coshx) + cxsinh(x) + dxcoshx))
— 5(acoshx) + bsinh(x) 4+ cxcoshx) + dxsinh(x))

=(a+ 2d — 4b— 4c— 5a) cosh(x) + (b+ 2c — 4a— 4d — 5b) sinh(x)
+ (c—4d — 5c)xcosh(x) 4 (d — 4c — 5d)xsinh(x)

=(—4b—4c—4a+ 2d) cosh{x) + (—4a— 4d — 4b+ 2c) sinh(x)
+ (—4d — 4c)xcosh(x) + (—4c — 4d)xsinh(x)

=coshx).

Ein Koeffizientenvergleich liefert das Gleichungssystem

—4 —4 -4 2\ [a 1
—4 -4 2 -4|[b]| [0
0 0 -4 —4|fc| |0
0 0 -4 -4/ \d 0

Es folgt sofortd = —c und durch Subtraktion der ersten von der zweiten Zeile
6¢c — 6d = —1 und damit

1
¢ 12
Die letzte verbleibende Gleichung reduziert sich durcls&iren aut-4a—4b = % und
damit 1
b=—-——-—-a
8

Damit lautet die partikulare Losung

fp = (a(cosh(x) —sinh(x))) — %sinh(x) - %Zxcosffx) + %zxsinh(x).
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bzw, daa undb vertauschbar sind,

fp = (b(sinh(x) — coshx))) — %cosf{x) - %Zxcosr(x) + %zxsinh(x).

Da coslix) — sinh(x) = e * gilt, kann man die Konstant(bzwb) in der Konstante;
der homogenen Lésung verschwinden lassen.

e LOsung der inhomogenen Gleichung durch Variation der Komstten
Alternativ kann man die partikulare Losung auch durch \feorader Konstanten be-
stimmen. Dazu muss man die Wronskimatixx) fur f1(x), fo(x) aufstellen und ihre
InverseM (x) ! berechnen

—X X 1 _
M(X) = (_ee—x Se;x) ) M<X)_1 = 6 (eS—e:x e—eSZ(() :

Damit kann man ein Gleichungssystem fir die Ableitungemaeh zu bestimmenden
Funktionencs (X) undcy(X) aufstellen

(é&;) - % (e?‘egx e %xx) (cosorm)

und erhélt nach Ausfiihren der Matrixmultiplikation
X)) [ —&(E*+1)
o(x))  \ (e *+e®))
Man sieht sofort, dass

1 1 1 1 1 1
[ 1 - — e _/ X o By — T MX T o6
12/ TAX=mog€ T 1) e TX=E g e

Damit lauten die Funktioneey (X) undcy(x) letztendlich

c1(X) =— e 1

1 24 12
. 1 —AX 1 — BX
Co(X) == 288 "~ 7%

und man bekommt die partikulare Losung durch Einsetzeredi@snktionen

fp(X) = c1(X) f1(X) + c2(x) f2(x)
_ txex o o ax L a1 exx

24 12 28° 72° €
o1, 1 1,
—Eex—l—zxe (—7—2e )
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Zusammenfassend lautet die allgemeine Losung als Linedrkation des homogenen und
partikularen Anteils somit

1 1 .
f(X) = fr(X) + fp(X) = —Eex—i— (c1— 1—2x)e‘x-l—c2e5X mit 1, ¢, € R.

bzw, wenn mit dem cogiX) gerechnet wurde

1 . 1 . :
f(x) = -3 sinh(x) + 1—2x(smh(x) —coshx)) +c1e ¥+ e mitcy,co e R.

oder

1 1 . )
f(x) = -3 cosh(x) + 1—2x(smh(x) —coshx)) +cie ¥+ e  mitcy,co € R.
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Aufgabe 5: (5 Punkte)
Losen Sie das Anfangswertproblem

Ldsungsvorschlag zu Aufgabe 5:
e Ldsung der homogenen Gleichung
Zuerst muss die Losunfyg der homogenen Gleichung berechnet werden. Dies erreichen
wir, indem wir den Ansatz der getrennten Variablen wahlen.

fh(x) — 2
fn(x)
Durch Integration erhalten wir
In(fh(x)) = ——=+¢
und daraus ,
fn(x) = ce 5

e LOsung der inhomogenen Gleichung durch Ansatz nach Art dexchten Seite
(Gluck oder genaues Hinschauen)
Wir wahlen als Ansatfp(x) = ax? + bx+c und damitf; = 2ax+b. Dann ist

X2 = f(%) +x2fp(x) = ax* -+ bx® + ox® + 2ax-+ b

und es folgt direkt, dask,(x) = 1 eine partikulare Losung ist.

e LOsung der inhomogenen Gleichung durch Variation der Komstten
Wir variieren die Konstante der homogenen Losung und wahlen als Ans(x) =

X3 . . .
c(x)e” = . Dies fuhrt auf die Gleichung
X3
d(x) = x%e3 .

Wenn wir dies nun integrieren, bendtigen wir die Substiuiti = x3 mit g_)z( = 3x% und
erhalten

c(x) = / ¢ (X)dx = / X265 dx

1.
= [ —e3d
/Sez

= @3

IN

[EleX

es.
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Das bedeutet, die partikulare Losung laufigix) = eg

e Allgemeine L6sung aus homogener und inhomogener Lésung
Die allgemeine LOsung lautet
3

f(X) = fu(X) + fp(X) = ce~ 7 + 1.

e LOsung der allgemeinen Gleichung nach getrennten Verantienen
Durch Umstellen der Gleichung erhalten wir

und daraus ,

f(x) = ce 3 +1

e LOsung des Anfangswertproblems aus der allgemeinen Lésung

Es gilt alsof (0) = c+ 1 =5 und damitc = 4. Die Losung des Anfangswertproblems

lautet also ,

f(x)=4e 3 +1.
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Aufgabe 6: (9 Punkte)
Die 5-periodische Funktiog: R — R sei gegeben durch

T 7T>
4’4
(a) Entwickeln Siegin eine reelle Fourier-Reihe.

g(x) :=—x; xXe|[—

(b) Bestimmen Sie fur all& € R den Grenzwert der Fourier-Reihe.

(c) Bestimmen Sie die reelle Fourier-Reihe vbx) = sin(8x).

Losungsvorschlag zu Aufgabe 6:
(@) (1) Weilg(x) = —x ungerade ist, gila, = O fur allen € NU{0}.

(2) Die Koeffizienteroy, fur g folgen durch einfache Integration sofort:

—xsin(4nx)dx = 4 [M} ——/cos(4nx
=

4
A
" T 4n

m:\ s

N:l

_ {xcos(4nx) B sin(4nx)} i (="
nrt a?mr | 2n

L
4

(3) Die Fourierreihe vorg ist

g(x) ~ f (_1>ksin(4kx).
2k
(b) Die Funktiongist stetig differenzierbar in den Intervall{r?k;l) ) (ZkH ) (ke Z) mit
endlichen links- bzw. rechtseitigen Grenzwerten sowohgféls auckg’ in allen Punk-
ten { (2”1 ke Z} Da die Funktiong insbesondere stetig ist |6(2k;1)", (Zkzl)"
(ke 7z), konverglert die Fourierreihe in diesem Bereich also geg®). In den Punkten
(Zki |k e Z} hingegen machg einen Sprung der Hohg, sodass sich der Grenz-

wert dort berechnet als

1 1
5 im gx)+ lm 9X) |==(—=+-)=0.
2 <H<2k;1>"_o @i 2 4" 24

X—

(c) Mit den bekannten Orthogonalitatsrelationen fur(8k) sieht man sofort, dass
Sin(8x) ~ % + > accog(4kx) + by sin(4kx)
K=1

mit
1,k=2
a =0 vk e No, bk:(ézyk:){ 0kz2 KN

Apl. Prof. Dr. N. Knarr Seite 11 von 11



