Aufgabe 1 (12 Punkte)

(a) (a1) My :={r-e¥|r >0, c[0,7/4]}
Die Menge lisst sich direkt zeichnen:

Mh

(ag) My :={z€ C|Im(2?) =0}
Sei z = x + iy, dann ist 22 = 22 — y? + 2izy bzw.

Im (2?) = 2zy.
Daraus folgt
Im (2%) =0 & r=0VvVy=0.

M> besteht also aus der rellen Achse vereinigt mit der imagindren Achse, im Bild
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(ag) M3 :={z€C|z=7%}
Sei z = x + iy, dann ist

z2=7Z & Y=y < y = 0.

Damit entspricht M3 gerade der rellen Achse, im Bild:
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(ag) My:={2e€C\{0}|Re(1/2) > 1}
Sei z = x + iy, dann ist 1/z = (z — iy) /(22 + y?) und

1 !
Re<>:2fc>1
z 2 492

& x2x2+y2
= 2 —z492<0

e (z-1/2%+y2<1/4

Die letzte Ungleichung beschreibt den Innenraum eines Kreises in der z, y-Ebene mit Mittel-
punkt bei (1/2,0) und Radius 1/2.
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(b) Sei zp = —1+iV3

(b1) Gesucht ist die Polardarstellung von zp. Dafiir berechnet man den Betrag und das Argument
von zg:

|Zo‘:\/1+3=2

-3
arg (z9) = 7 + arctan ({) =

2
=7
3

_r
3

(Beim Argument ist zu beachten, dass zg in der linken Halbebene mit Re(z) < 0 liegt).
Zusammengefasst erhalten wir fiir 2y die Polardarstellung

-
20 =2-e3™,
(b2) Man berechne 2. Wir verwenden zuniichst die Polardarstellung von zy, mit ihr erhalten wir

100
2 4 200 s 2 .
ZéOO |:2 B 637”:| 2100 .e3 7 2100 .e3m

(Nebenrechnung: 20 = 198 4+ 2 — 66+ 2, wobei %™ = (e2™)33 = 1). Um 2 in der Darstellung
a + bi zu erhalten bemerken wir

2100 — 9100 pfmi _ 900 [2 : e%”i} — 2% [—14+iv3] = —2% +129V3.



Aufgabe 2 (6 Punkte)

(a) Man kann Eigenwerte und Eigenvektoren direkt ablesen, es sind

A =1 mit Eigenvektor vy
Ao =1 mit Eigenvektor vy
A3 =4 mit Eigenvektor vs.

(b) Die gesuchte Matrix hat die Gestalt
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(c) Es sind
. 1 1 1
eM =[-1 1 1
0 -2 1
1 (3 30
MY = (e M}§) =5 1 1 -2
2 2 2

Damit erhilt man



Aufgabe 3 (8 Punkte)
(a) Gegeben ist die Gleichung
523 — dx1 19 + 875 = 36, (1)

diese soll in die Form 27 Az = 36 gebracht werden. Die zugehorige Matrix A ldsst sich sofort

angeben:
5 =2
A_<_2 8).

(b) Gesucht sind die Eigenwerte und Eigenvektoren von A. Dazu berechnet man die Determinante
det(A—X-E)=(5-X)(8—\) —4 =)\ —13)\+ 36.

Die Nullstellen von det (A — X - E) lassen sich z.B. mit Hilfe der “Mitternachtsformel” berechnen,
man erhilt
1 1 1
Az = (134 V160 —144] = {13i\/25} = S [13:£3],

d.h. Ay =4 und Ay = 9. Damit lassen sich direkt die zugehorigen Eigenvektoren bestimmen:

1 -2 2
Zu Aq: (_2 4 ) - (2) =0 & Ty = 21y zB. v = (1>

-4 =2 1
e (D@ e mem an()

(c) Nach Transformation von (1) in das System bestehend aus Eigenvektoren von A hat die Gleichung
die Gestalt

437 + 9735 = 36.

Die Losungsmenge von (1) ist also eine gedrehte Ellipse, die Richtungen der Halbachsen entsprechen
den Richtungen der Eigenvektoren, die Lange der Halbachsen ergibt sich mit Hilfe des zugehorigen
Eigenwerts aus /36/X\ (d.h. in Richtung von v, ergibt sich 3, in Richtung von vy ergibt sich 2).
Wir erhalten somit folgendes Bild fiir die Lésungsmenge von (1):

Y
4

Bewertungskriterien fiir die Skizze:
e Es ist eine Ellipse zu erkennen.
e Die Hauptachsenrichtungen entsprechen den Richtungen der berechneten Eigenvektoren.

e Die Hauptachsenldngen sind korrekt aus den Eigenwerten berechnet und richtig eingezeichnet.



Aufgabe 4 (6 Punkte)

oo (1) (1) () (1)

Kreuzprodukt vy X vy =
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—4
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Dreiecksfliche Ax = 1 [|vy x

VI+4+16= Y2

e 8- 20}
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c) E={z=(x1,29,23) e R®: a:—2x drg) = — ».
(©) B={i = (o0m,20) € RO s = (o1 — 20— da) = |
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Aufgabe 5 (6 Punkte)

L oafnd = LoVt —n 1
(a) lim = lim — = —.
n—oo 3n n— oo 3 3
1
tan(1 t § cos2(x
(b) lim n-tan(l/n) = lim M = lim an(z) [&} lim MO
n— o0 n— oo pos x—0+40 x x—040 1
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Aufgabe 6 (8 Punkte)
Gegeben sind die Funktionen f,g: R — R,

(a)

(b)

(c)

(d)

f(xz) = sin (cos (z)), g(x) = cos (cos (z)).
Gesucht sind die ersten beiden Ableitungen von f. Es sind
f(x) = —sin (z) - cos (cos (x)),
f"(x) = —cos (z) - cos (cos () — sin () - sin (cos (z)).

Gesucht sind die Nullstellen von f.
Wir bemerken zun#chst, dass

f(z) =sin(cos(x)) =0 < cos(x)=km k€ Z. (2)

Da nun aber | cos (z)| < 1 und 7 > 1 ist, ist die Gleichung auf der rechten Seite in (2) nur fir k = 0
16sbar. In diesem Fall ist

cos(z)=0 & z=02+1)n/2,l€Z.
Die Nullstellen von f sind also durch z = (2] 4+ 1)7/2 mit I € Z gegeben.

Man zeige, dass g keine Nullstellen besitzt.
Wir gehen dhnlich vin in der vorherigen Tailaufgabe vor. Es ist

g(x) =cos(cos(z)) =0 <&  cos(z)=(2k+1)n/2, k € Z. (3)

Da nun aber |cos (x)| <1 und |(2k 4+ 1)7/2| > 7/2 > 1 fiir alle k € Z gilt besitzt die Gleichung auf
der rechten Seite in (3) keine Losung, g hat somit keine Nullstellen.

Gesucht sind die Extrempunkte von f im Intervall [—m, 7).
Wir suchen zuniichst die kritischen Stellen mit f/(z) = 0. Es ist

f'(z) = —sin(x) - cos (cos (z)) = 0 Q sin(z) =0 & x=uap=Fkm keZ.

da wir uns nur fiir Extrema in [—m, 7] interessieren, geniigt es
T_1=—T, zo =0, T =T

zu betrachten. Um zu entscheiden welche Art von Extremum an den jeweiligen Stellen vorliegt,
setzen wir diese Werte in die zweite Ableitung ein:

7)) — sm( )2 - sin (cos (—))
1) = cos (=1) >0,
) — sm( )% - sin (cos (0))
n(l)=—cos(1l) <0,
f"(z1) = — cos (w) - cos (cos () — sin () - sin (cos (7))
=1-cos(—1)+0-sin(—1) =cos(—1) > 0.

f(x_1) = —cos (=) - cos (cos (—
=1-cos(—1)+0-sin(—

I (z0) = —cos (0) - cos (cos (0)
=—1-cos(1)+0-sin(

Zusammengefasst haben wir

e bei (—m,sin (—1)) einen Tiefpunkt,
e Dbei (0,sin (1)) einen Hochpunkt und
e bei (7,sin (—1)) einen Tiefpunkt.



Aufgabe 7 (7 Punkte)
(a) Wir haben

f(z) = sin(2z)
f'(x) = 2cos(27)
f(z) = —4sin(2x)
" (z) = —8cos(2z)
f""(z) = 16sin(2x) = 16 f(x).

egen obiger Periodizitat gilt mit £ > 1 und ¢ € {0,1, 2, 3}:
b) W bi Periodizi ilt mit £ > 1 und ¢ 0,1,2,3
Fk+D) otk £(0)
wobei man f() aus (a) erhiilt.
(¢) Fiir die Taylorreihe erhalten wir:

< fU)(z NG 0 94k T 0 4k -
Sy e A - D) Y e - )

k=0 k=0

J=0

(d) Die Reihe konvergiert auf ganz R, da sie eine analytische Funktion darstellt.
Alternativ sieht man dies auch mit dem Wurzelkriterium, da {/(4k)! bzw. {/(4k + 2)! gegen un-
endlich geht und die Terme im Z&hler beschrinkt sind, nachdem die k-te Wurzel gezogen wurde.



Aufgabe 8 (10 Punkte)

2 T _ 2 T T
(a) /(m +1) e de = (z°+1e / 2¢ e® dx
Su = =5 =g

= (22 +1)e® —2ze” + /26‘"’3 dz
= (2?4 1)e® —2ze” +2e% + ¢
= (x2—2x+3)e””+c

(b) /\/I;I(T)dx = /\/ﬂdu (uzln(ac)7 duzldx>

x
= W 4e
B %1 3/2 icksubstituti
= §( n(z))” " +c¢ (Riicksubstitution)
(c) Partialbruchzerlegung:
222 + 1+ 2 A Bz +C
Ansatz: =
Heat (x —2)(22 4 2) x—2+ 2242
e 20 +2+2 = A@@?+2)+ (Bx+C)(x—2)
Koeffizienten bestimmen: =2 = 12=6A4 = A=2
r=0 = 2=24A-20=4-2C = (C=1
r=1 = 5=34-(B+C)=5-C = B=0

N /de_/2dx+/1dx
(x—2)22+2) ~ ) -2 x2+2

1 1 1 = ,de=v2dz 1 1
Nebenrechnung;: /7dx = 7/72d$u x/\/i:dz V2dx 7/ de
22 +2 2/ 14 (%) V2] 1+u?
2

L rctan(u) + L et (x>+
= —= arctanl(u C = —=arctan | — C.
V2 V2 V2
202 +x+2

1 x
Ergebnis: ———dx =2In|lz — 2|+ —=arctan | —= | +c.
¢ /<x72><x2+2> SRV (ﬁ)



Aufgabe 9 (4 Punkte)

Gegeben sind die Funktionen

[R5 R?

g:R2%R2,

(a) Gesucht ist die Jakobimatrix Jf(x,y, 2):

Ofs
ox

Ofy
ox

Jf('r7 y? Z) =

(b) Gesucht ist die Jakobimatrix Jg(z, y):

09z

ox

Ogy
ox

Jg(x’ y) =
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(c) Gesucht ist die Jakobimatrix J(g o f)(z,y, z). Hierfiir kénnen wir z.B. die Kettenregel nutzen:
J(g © f)(xa:% Z) = Jg(f(x7ya Z)) . Jf(xvyv Z)

0 e\ /110 2t e
v 0 ) \1 0 2 ety ety )
Alternativ konnen wir zunéchst g o f berechnen und anschlieend die gesuchte Jakobimatrix
bestimmen. Fiir die Verkettung erhélt man dann

er Ty

2z+x
gof:R3> >R (a:,y,z)b—>(e )

®
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Aufgabe 10 (5 Punkte)
Der Quader habe die Seitenléngen a, b, c. Wir verwenden die Nebenbedingung in der Form
A+ +f—-1=0.
Es ist das Maximum der Funktion V' (a, b, c) = abc mit a, b, c > 0 unter der Nebenbedingung
A+ +cf=1

gesucht. Die Menge {(a, b,c):a,b,c>0 A a2 +b*+c% = 1} ist eine Viertelkugel und ist kompakt (be-
schrinkt und abgeschlossen). Also nimmt die stetige Funktion V' auf dieser Menge ihr Minimum und
Maximum an. Da v nichtnegativ ist, wird das Minimum in allen Punkten angenommen, in denen mindes-
tens eine Koordinate Null ist. Das Maximum wird also in Punkten angenommen, in denen a, b, c > 0 gilt.
Nach der Methode von Lagrange miissen dies Punkte Losungen des folgenden nichtlinearen Gleichungs-
systems sein:

a2+ +cF—-1 = 0 (@)
be +  2aA = 0 (8)
ac + 26X = 0 ()
ab + 2¢cA =0 (0)

b-(B) —a- () liefert b*c — a?c = 0. Wegen ¢ > 0 folgt b2 = a>.

c-(B) —a- (8) liefert be? — a?b = 0. Wegen b > 0 folgt ¢? = a?.

Aus der Nebenbedingung folgt schlieBlich a? =b? = ¢? = §, alsoa=b=c= %

Alternative Rechnung mit der Nebenbedingung va2 + b2 + ¢2 — 1 = 0:

Va2 + b2+ -1 = 0 ()
be + 20 = 0 ()
ac + 2bA W = 0 ()
ab + 2cA 27@ = 0 ()

Die restiche Rechnung verlduft genauso wie oben, der Faktor mit der Wurzel féllt dann genauso weg wie
das .
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