Apl. Prof. Dr. N. Knarr Musterlésung 03.09.2015, 120min

Aufgabe 1 (8 Punkte) Gegeben ist der Korper K := {(z,y,2) € R® | 2> + 4y* < 1,1 < 2 < 3}.
Berechnen Sie der Ausfluss von ¢ : R? — R? durch den Rand 0K mit

g(z,y,2) = (2°, 22y, 2).

1. Variante

Da 0K geschlossene Oberflache, konnen wir den Satz von Gauss verwenden:

A(g,@K)://8 g‘ndO:/// divg dz dy dz.
K K

Fiir die Divergenz erhalten wir

. dg1 dg2  0Ogs
d =—4+ ==+ —=3 4 1.
1vg p +8y+8z x? + dry +

A(g,aK)_/// divgdxdydz—/// (32 + 4oy + 1) do dy dz.
K K

Die Flédche wird parametrisiert durch:

Damit folgt

rcosf
®:[0,1] x [0,27] x [1,3] = R*: (r,0,2) — irsing |,
z
und wir erhalten:
cosf) —rsinf O )
JO(r,0,2) = %Sin& %rcosé) 0 und  detJ®(r, 0, 2) :§T‘
0 0 1

Also gilt:
Ag,0K) = /// (32% 4+ 4zy + 1) dedydz
K

3
/ (3r% cos® 0 + 2r? cos@sin @ + 1) - |detJ®(r,0,2)| dzdf dr

1 2

(3r° cos? O + 2r° cos Osin § + ) df dr

iy
1 2 1
= / / 2(3r? cos? 0 + 21 cos fsinf + 1) - 3" dédr

o

0

1 2T
= // { 3(cos 20 + )+7’3sin29—|—r} de dr

0 0
27

= / [37’—311126— —r3cos 20 + = (37" +27‘)9} dr
0

o

3. LN 7
= 7r(3r +2r)dr=m|-1r"+r°| =-m.
0 1 , 14

Seite 1 von 11



Apl. Prof. Dr. N. Knarr Hohere Mathematik 111 Musterlésung 03.09.2015, 120min

2. Variante

Wir kénnen den Ausfluss direkt wie folgt berechnen:

A(g,@K)://aKgme.

Die Randfliche 0K von K koénnen wir aufgrund der auftretenden Schnittkanten nicht stetig differen-
zierbar parametrisieren. Sie lasst sich aber offenbar in drei Komponenten aufteilen: Mantel M, Boden
B und Deckel D mit

M = {(zv,y,2) eR’|2® +4y* =1,1 = 2 = 3},
B = {(z.y,2) eR’ |2 +4y2 = 1,2 =1}
und

D = {(-’L’,y,z)€R3’x2+4y2§1’223}

fiir welche wir eine stetig differenzierbare Parametrisierung angeben kénnen. Es gilt:

A(g,aK)://E)Kg-ndO://Mg-ndOjL//Bg-ndO—l—//Dg-ndO.

Mantel M: Eine Parametrisierung des Mantels erhalten wir durch

COS U
OM . [0,27] x [1,3] = R®: (v, 2) sinv
z
Damit ist
—sinw 0 %COSU
(I)y: zcosv |, (I)QJ: 01, CI)f}VIXCI)iV[: sinv
0 1 0

/ (@M (z,0)) - (M x ®M(2,v)) dvdz

Somit erhalten wir
3
/ cos® v, —cosvsty 2)"- (2 cosv,sinv,0)" dvdz

oo - f
i
_ // (—cosv—i—%cosvsm v) dv dz
X

0054 v + cos v sin® v) dv

Es gilt

2T 2T 2T
1 1 3 1 3
/0 cos4vdv:1/0 (1"‘0052@)2(1@:1/0 <§+2COSQU+§COS4U) dv:—z,
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und
2 9 2m
. . ™ .
/ cosvsin®v dv = sm4v‘0 — 3/ cosvsin® v dw.
0 0

2 37T
/ cosvsinvdv =0 und // g-ndO=—
0 M 4

Boden B: Durch ®%: (0,27 x [0,1] — R? mit:

Somit,

U COS v
®F (v, u) = susinv
1
parametrisieren wir den Boden B. Damit ist
—usinv COS v 0
P8 = %ucosv , 98 = %sinv , 8 x @f = 0
0 0 —%u

Somit erhalten wir

//g-ndO = // (P (u,v)) - (5 x &5 (u,v)) dvdu
B

1
= / / u® cos® v, —u3cosvsm v,1)" - (0,0,—§u)T dvdu
0

27 1 T
= (——u) dvdu = —7r/ uduy = ——.
0 Jo 0 2

Deckel D: Ahnlich, durch ®” : [0,1] x [0,27] — R? mit:

O
O

o

U COS v
O (u,v) = tusinv
3
parametrisieren wir den Deckel D. Damit ist
COS v —usinv 0
) = | Isinv |, @)= lucosv |, ®7x®’ =10
0 0 %u

/ g(®P (u,v)) - (&L x &P (u,v)) dvdu

//g~nd0 =
D
0

1
= // (—u) dUdU:?)ﬂ'/udu:g—ﬂ-.
0 Jo 2 0 2
A(,Cl,aK):// g-nd0+//g~nd0+//g ndO—B—W—EjLS_W:?_W'
M B 4 2 2 4

I
LS

Somit erhalten wir
LT
(u® cos® v, —u cosvsin®v,3)" - (0,0, iu) dv du

Damit,
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Aufgabe 2 (5 Punkte) Losen Sie folgendes Anfangswertproblem

OES

y(2) = 5.

Variante 1: Behandlung als lineare Differentialgleichung

Hierfiir miissen wir die DGL in die Form

y'(x) + g(x)y(x) = h(z)

bringen.

Dies kann man erreichen, indem man beide Seiten der Gleichung mit (In(z)+ 1)y(z) multipliziert

und dann alles auf eine Seite bringt:

y'(z) + (= In(z) — 1)y(x) = 0.

Es ist also g(z) = —In(z) — 1 und h(x) =0

Bestimme eine Stammfunktion G von g:

/(— In(z) — 1)de = —zIn(x) 4+ C;.

Setze also G(z) = —zIn(x).
Die Losungen der DGL lauten laut Satz 3.3.8

y = k(z)e ¢ 4 Ce 0,
wobei k(z) = [e“@h(z)dr und C € R. Wegen h(z) = 0 ist auch k(z) = 0 und daher
y(z) = Ce®n@ = O
Bestimme nun C' so, dass y(2) = 5. Es muss also gelten
y(2)=C-22=4C =5
5
C = 1

Die Losung des AWP lautet also y(z) = 227,
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Variante 2: Logarithmische Integration

Es gilt allgemein [ J;((;)) dz = In(|f(x)]).
Forme die DGL wie folgt um:

y'(x) _q
(In(z) + Dy(z)
y'(r) e
") =In(z)+1

Integration auf beiden Seiten liefert nun

In(|y(x)]) = zln(z) + C
[y(a)] = o"

wobei C' € R\ {0}.

Die Konstante fiir die Losung des AWPs berechnet sich wie in Variante 1.

Variante 3: Behandlung als Differentialgleichung mit getrennten Variablen

Forme die DGL wie folgt um:

y' ()

y(x

=In(x) +1

)
dy
Y = (In(z) + 1)d=x.

Integration auf beiden Seiten liefert nun

/dy /m )+ 1)dz + C

In(|y(z)]) = zIn(z) + C
wunze““”C
ly(2)] = 2"’

y(a) = Ca®,

wobei C' € R\ {0}.

Die Konstante fiir die Losung des AWPs berechnet sich wie in Variante 1.
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Aufgabe 3 (10 Punkte) Geben Sie alle reellen Losungen folgender Differentialgleichung an

y" + 9y = 36e* + 12 cos(3z).

Als erstes ist die homogene Gleichung zu 16sen. Thr charakteristisches Polynom lautet A2 + 9.
Es hat offenbar die Nullstellen +3:.
Ein reelles Fundamentalsystem der Losung der homogenen Gleichung lautet also cos(3x), sin(3z).

Um die inhomogene Gleichung zu l6sen, kann man nach dem Superpositionsprinzip fiir jeden Summan-

den der rechten Seite getrennt vorgehen.

Beim Summanden 36e** liegt keine Resonanz vor. Deshalb macht man den Ansatz y,(z) = ae®*. Es

gilt offenbar y | (x) = 9ae®.

Setzt man dies in die Differentialgleichung ein, so erhélt man

9ae® + 9ae3® = 36e3*
18a = 36

a =2,

also y,1(z) = 2e3*.

Beim Summanden 12 cos 3z liegt Resonanz vor. Hier macht man daher den Ansatz y, »(z) = z(asin(3z)+
bcos(3x)).

Es gilt

Y, o(x) = (asin(3z) 4 bcos(3z)) + x(3a cos(3x) — 3bsin(3x))
yg’Q(x) = (3acos(3x) — 3bsin(3z)) + (3a cos(3x) — 3bsin(3z)) + x(—9asin(3x) — 9b cos(3z))
= 6a cos(3x) — 6bsin(3z) + z(—9asin(3z) — 9bcos(3z)).

Einsetzen in die Differentialgleichung liefert

6a cos(3z) — 6bsin(3x) + x(—9asin(3z) — 9bcos(3x)) + 9x(asin(3x) + bcos(3z)) = 12 cos(3x)
6a cos(3z) — 6bsin(3x) = 12 cos(3z),

also @ =2 und b = 0. Somit gilt y,2(z) = 2z sin(3x).

Die allgemeine Losung ergibt sich nun als Summe der Linearkombinationen des Fundamentalsystems

und Yp1, Yp2, also

y = c1c08(3x) + cosin(3x) + 2e* + 2wsin(3x), ¢, 00 € R
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Aufgabe 4 (7 Punkte) Gegeben ist das Differentialgleichungssystem

;T 1 B
y—<0 1>y—Ay (1)

mit einem Parameter 7 2> 0 und einer Matrix A € R?*2.

(a)

(b)

Geben Sie das charakteristische Polynom der Matrix A an und bestimmen Sie die Eigenwerte

sowie dazu gehorige Eigenvektoren von A.

Bestimmen Sie im Fall 7 = 1 die Losung des Problems zu den Anfangsbedingungen

i) vy =y(0) = (é) i) v =y(0) = <(1)> :

Geben Sie mit den Ergebnissen aus (a) und (b) ein Fundamentalsystem des homogenen Problems
an (fiur alle 72 0).

(a)

Wir berechnen also

T—A 1

det(A — \FE) =
0 1—A

=(T—=A)(1—=2A). (2)

Damit sind offensichtlich 7 und 1 Eigenwerte von A. Dies hidtte man natiirlich auch direkt sehen
konnen, da bei einer oberen (oder auch unteren) Dreiecksmatrix die Eigenwerte schon auf der

Diagonalen stehen und damit direkt das Polynom angeben kénnen.

Ein Eigenvektor zu Ay = 1 errechnet sich zu
T—1 1 T
= (3)
0 0 )

) und jedes skalare Vielfache

und damit offensichtlich (1 — 7)z; = x5. Also ist wy = (1
-7

davon ein Eigenvektor.

Ein Eigenvektor zu \; = 7 errechnet sich zu

0 1 T\
(0 1 —T> (:52) =0 )

1
und damit offensichtlich o = 0. Also ist w; = <0> und jedes skalare Vielfache davon ein

Eigenvektor.

Bemerkung: Offensichtlich fallen fiir den Fall 7 =1 die beiden Eigenvektoren zusammen. Das

heifit, in diesem Fall ist die Matrix nicht diagonalisierbar und hat den Eigenwert A = 1 zweifach.
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(b) i)

if)

Man sieht entweder direkt, dass es sich gerade um den obigen Eigenvektor zum Eigenwert

7 = 1 handelt und weifl dann aus der Vorlesung, dass die Losung damit

T __ 1 e
fi(z) = vie™ = (0) ()

ist.
Dies ist offensichtlich kein Eigenvektor mehr und fiir 7 = 1 gibt es auch keine Basis aus

Eigenvektoren (der vorher zweite Eigenvektor fillt fiir 7 = 1 mit dem ersten zusammen).

Also wenden wir den iiblichen Algorithmus aus der Vorlesung an und berechnen

0 1
Vg = <1> ) Avy = <1> (6)

(weitere Rechnungen sind unnétig, da diese linear unabhingig sind und im R? damit ei-
ne Basis bilden, also jeder weitere Vektor linear abhingig sein muss). Als Polynom ¢(A)
beniitzen wir das charakteristische Polynom x4(\) = (1 — A)? (wenn man A%v, = (2,1)7
berechnet und damit eine nicht triviale Linearkombination der 0 erstellen mochte, bekommt
man dasselbe Ergebnis, da A%vy — 2Av; + vy = (A% — 2A + 1)vy = 0 gilt).
Die 2. Ordnungsgleichung, die dazugehort, ist dann

y' =2y +1=0 (7)

und das Polynom (1 — v)?> = v? — 2v + 1 hat die Nullstellen v5; = 1. Damit ist das
Fundemantalsystem der 2. Ordnungsgleichung gegeben durch

{e”, xe®}. (8)

Die Wronksi-Matrix in zy = 0 der 2. Ordnungsgleichung ist

Aﬂm:(12> (9)

und die Transponierte der Inversen berechnet sich zu (z.B. Cramersche Regel oder direkt

(M@*F=<j3 =<ézj. (10)
h@%ﬂwaWW@*F(i)z(?i)@ j)(i)=(fé)@i> (11)

oder man sieht es)
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(c) Wir stellen fest, dass wir in Teil (a) fiir alle 7 # 1 eine Basis aus Eigenvektoren gefunden haben,

also ist ein Fundamentalsystem gegeben durch

1 TX 1 T ..
{(0)6 ,(1_T>e},fur7'7é1. (13)

Im Fall 7 = 1 haben wir in Teil (b) zum Startwert zy = 0 eine Basis des R? gehabt (niimlich
die Anfangswerte). Aus der Vorlesung wissen wir, dass die Losungen des linearen Differentialglei-
chungssystems mit konstanten Koeffizienten dann zu jedem Wert z eine Basis des R? sind, also

ein Fundamentalsystem. Also ist

1 T\ , . B
{(0>e,(1)e},fur7_1 (14)

Natiirlich ist auch jede Linearkombination davon wieder ein Fundamentalsystem.

ein Fundamentalsystem.

Alternativ konnte man im Fall 7 = 1 auch fs, f5 wéhlen, da vy, Avy linear unabhéngig sind.

Damit ergibt sich das Fundamentalsystem

x\ , (1+x\ , . B
{(1>6,< . )e},furT—l (15)
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Aufgabe 5 (10 Punkte) Es ist die 2m-periodische Funktion f mit

f(x) = und  f(x + 27) = f(x)

0, v € [§,m) oder x € [-7,—F)

gegeben.
(a) Skizzieren Sie f auf dem Intervall [—m, 37).
(b) Bestimmen Sie die reelle Fourier-Reihe von f.

(c) An welchen Stellen z € R konvergiert die Fourier-Reihe von f? Gegen welchen Wert konvergiert

die Fourier-Reihe an diesen Stellen jeweils?

Hinweis: Fir z,y € R gilt:

sin(z) - cos(y) = %(sin(x —y) +sin(z +y))

cos(z) - cos(y) = %(cos(x —y) + cos(z +y))

sin(x) - sin(y) = %(COS($ —y) — cos(z +vy)).
Y

T —7/2 ‘ /2 3m/2 5m/2 3w

(a)
(b) (1) Weil f(z) gerade ist, gilt b, = 0 fiir alle n € N.

(2) Die Koeffizienten a,, fiir f folgen durch einfache Integration sofort:
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und fiir n = 2

us

A, =— / cos(x) cos(nx)dr = % /[Cos((n + 1)x) + cos((n — 1)x)]dz =

jus
2 2

_ {Sin<§1n:11)z) N Sin(gln__ll)x)ﬁ

jus
2

1 sin(—("gl)’r ) sin( (";1)”)
=— +
7r n+1 n—1
1 [cos()  cos()
Tl n+1 n—1
_ 2cos(y)
™ n?—1
0, n ungerade
= Nk
—% (ék)lg)_l, n = 2k gerade

(3) Die Fourierreihe von f ist

f(z) l+1 ()+§:2_—1)k (2kz)
X - 2COS i 7r—47rk‘2 COS xI).

(c) Die Funktion f ist stetig differenzierbar in den Intervallen (M,M> (k € Z) mit

2

endlichen links- bzw. rechtseitigen Grenzwerten sowohl fiir f als auch f’ in allen Punkten

(2k+1)m

{T |k € Z}. Da die Funktion f insbesondere stetig ist in R, konvergiert die Fourierrei-

he in diesem Bereich also gegen f(z).
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