Prof. Steinwart Hohere Mathematik 1/11 Musterlésung 27.02.2017

Aufgabe 1 (10 Punkte)

(a) Bestimmen Sie die Eigenwerte und Eigenrdume der Matrix A mit

-3 3 -1
A=10 -2 0
1 -3 -1
Ist die Matrix A diagonalisierbar?
(b) Die Matrix A € M(3,3) besitze die Eigenwerte A\; = =9, Ay = 1+ +/7 und A3 = 1 — /7.
Geben Sie die Spur von A an. Ist A invertierbar?

(c) Bestimmen Sie die Losungsmenge des linearen Gleichungssystems Ax = b, wobei

1 -2 1 1 4
A=11 0 3 -1, b= 1
-2 6 0 —4 —11
Welchen Rang hat A?

-1 2 1 0

(d) Bestimmen Sie die Determinante von A = bl
2 -4 3 =2

0o 0 -2 5

Losung:

(a) Wir stellen zunéchst das charakteristische Polynom von A auf. Es ist
det(A— M) =(=2=N[(-3=N)(=1=XN)+1]=-A+2)- [N +4\+4] = -\ +2).

Damit besitzt A den Eigenwert —2 mit der algebraischen Vielfachheit 3. Wir bestimmen
nun den Eigenraum zum Eigenwert —2, indem wir das homogene lineare Gleichungssystem

(A+2I)x =0 losen. Es ist
0 1 -3
o 0 o0 ol ~ Jo o
0 0 0

span 11,10
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(b)

(c)

(d)

Da der Eigenraum zweidimensional ist, besitzt der Eigenwert —2 die geometrische Vielfachheit
2. Da geometrische und algebraische Vielfachheit nicht iibereinstimmen, ist die Matrix nicht

diagonalisierbar.

Die Spur einer Matrix ist die Summe ihrer Eigenwerte (mit algebraischen Vielfachheiten ge-

rechnet), so dass hier gilt
SpA=—-9+1+V7+1-V7=-T7.

Da A keinen Nulleigenwert besitzt, ist A invertierbar.

Wir fithren den Gauf-Algorithmus durch und erhalten

1 =21 1 | 4 1 -2 1 1 | 4
1 0 3 -1 | 1 ~ 0 2 2 -2 | =3
-2 6 0 —4 | —11 0 2 2 -2 ] =3
1 -2 1 1 | 4 1 03 —1 | 1
~ 0o 1 1 -1 | =3/2 ~ 011 -1 1] =3/2
0 0 0 0 | 0 000 0 | 0
Damit ergibt sich die Lésungsmenge
1 -3 1
A —3/2 -1 1
L=RzeR :x= +r + s
0 1 0
0 0 1

Dass die Matrix den Rang 2 besitzen muss, siecht man sofort an der Zahl der Nullzeilen, die

sich nach dem Durchfiihren des Gauf-Algorithmus ergeben.

Wir vereinfachen die Matrix dadurch, dass wir das 2-fache der ersten Zeile zur dritten Zeile

addieren. Dies dndert die Determinante nicht, so dass
-1

det A = det

o o = W
ot
|
)
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Aufgabe 2 (10 Punkte)

(a) Berechnen Sie die folgenden Grenzwerte.

W B4 =T ii) lim (In(2n) —In(n +3))  iii) lim v/ - sin(1/x)
i) lim 5 n=»00 70
n—oo

(b) Untersuchen Sie die folgenden Reihen auf Konvergenz.

Lo 2"+t e 27(nl)? N, L
i) Zl - ii) Zl (;n))! iii) Zl(_l) m

(c) Bestimmen Sie Real- und Imaginirteil sowie den Betrag der folgenden komplexen Zahlen.
2—-31 ) 317
i L (1—V3
2 1+2i ii) ( )

Losung:

(a) 1) Esist

Y/ (Bn+4)n -7 (3n+4)- {/1 - (3n7+4)n
2n 2n '

L T GRN
100 =1 \gnga) S

und lim,, . ¥c =1 fiir ¢ > 0, ist

V(3 4)n —n
lim \/(n—i— ) :g.

n—o00 2n

ii) Es ist wegen der Rechenregeln fiir den Logarithmus und der Stetigkeit der Logarithmus-

funktion
lim (In(2n) —In(n+3)) = lim In n_\ In( lim 2n =In(2).
n—o00 n—o00 n -+ 3 n—oo \ 1 + 3

iii) Da || - |sin(1/z)| £ |z, folgt sofort, dass lim, o +/z - sin(z) = 0.
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(b) i) Da 42 < 22% fiir n 2 4 und die Reihe Y (%)n konvergiert, ist auch die zu untersu-

3n—1 = n=1
chende Reihe nach dem Majorantenkriterium konvergent.
ii) Wir schreiben kurz a,, = 2?2(232 und betrachten
i1 2-2"(n+1)? - (n!)? (2n)! 2n? +4n + 2 poeo 1
_ . = — —< 1.
an (2n+2)-(2n+1)-(2n)! 27(n!)2  4n2+6n+2 2
Daher konvergiert die Reihe nach dem Quotientenkriterium.
iii) Die Folge (a,)nen mit a, = iQ ist eine monoton fallende Nullfolge. Daher konvergiert

die Reihe nach dem Leibniz-Kriterium.

(c) 1) Esist

2-3i| [2-3] V13 1 o
14+2i| J1+2] 6 5

Weiter haben wir
2-31 (2—-31)-(1-2i) 4 7.

142 5 5 5

ii) Da

%3’ =1, ist auch

In Polardarstellung ist

Dementsprechend ist

317
(1 — \/§> 18857 32.2mitim _ (627ri)32 L ﬁ
2

= ¢ 6 = e
2
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Aufgabe 3 (10 Punkte)

-1 0 -1
(a) Gegeben sei die Quadrik Q = {x e R*|x"Ax+1=0},wobei A= 0 2 0
-1 0 -1

i) Bestimmen Sie eine Diagonalmatrix D sowie eine orthogonale Matrix 7',
sodass A=TDT".

ii) Geben Sie die Art der Quadrik @) an.

(b) Es sei P2(R) der Raum der reellen Polynome vom Grad hochstens 2. Weiter sei die Basis
B = (p1,p2,ps) mit pi(z) = 1+ 2%, po(r) = 1 — 2 und ps(z) = 2z von P(R) gegeben.
Bestimmen Sie die Abbildungsmatrix von ¢ : Po(R) — P2(R), p — p' = Lp beziiglich B.

(c) Essei ¢ : R® — R7 eine lineare Abbildung mit Ker(p) = span(ey, e4). Welche Dimension hat
das Bild von ¢?

Loésung:

(a) i) Zunichst bestimmen wir die Eigenwerte von A, indem wir das charakteristische Polynom

aufstellen. Es ist
det (A=A =2-N)-[(-1=X)>*=1=2-X) - [N+2\=2-X)-(A+2) -\

Es lassen sich leicht die Eigenwerte A\; = 2, Ao = —2 und A3 = 0 ablesen.
Im n&chsten Schritt bestimmen wir die Eigenrdume durch Losen des homogenen linearen
Gleichungssystems (A — \;I)z = 0 fiir j = 1,2,3 und erhalten als zugehorige (normierte)

Eigenvektoren

0 1
1 1

V1 = 1 ; Vo = —= 0 ) V3 = —F=
V2 V2
1 -1

Damit ergeben sich die Transformationsmatrix

0 1/vV2 1/V2
T=11 0 0

0 1/v2 -1/v2

und die entsprechende Diagonalmatrix
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ii) In den Koordinaten y = Fx hat die Quadrik die Gleichung 2y? — 2y2 + 1 = 0. Daher

handelt es sich um einen hyperbolischen Zylinder.

(b) Esist

Pi(r) =22 =0-pi(z) + 0 pa(w) + 1 p3(z),
1

) = ~1 =0 (o) + (1) palo) + (=3 ) - malo)

py(x) =2=0-pi(x) +2 pa(x) + 1 p3(x).

Damit ist die gesuchte Abbildungsmatrix gegeben durch

0 0 0
sMg= [0 -1 2
1 -3 1

(c) Es ist nach der Dimensionsformel

dim R® = dim Ker(y) +dim Bild(y),

—_——
=5 —9

so dass das Bild von ¢ die Dimension 3 hat.



Prof. Steinwart Hohere Mathematik 1/11 Musterlésung 27.02.2017

Aufgabe 4 (10 Punkte)

(a) Bestimmen Sie den Flicheninhalt des Vierecks mit den Kanten AB, BC',C'D, DA,
wobei A = (1,0,-2), B=(3,2,0), C =(2,5,7), D =(-1,1,2).

(b) Bestimmen Sie die Hesse-Normalform der Ebene, die sowohl die Gerade
g={(2+t1-2t,5+3t)" : t € R} als auch die Gerade h = {(2 — 2,3 +4t,—6t)" : t € R}
enthélt.

(c) Bestimmen Sie die Innenwinkel des Dreiecks ABC'
mit A= (0,0), B=(v/3—1,0), C = (-1,1).

Losung:
(a) Wir zerteilen das Viereck entlang der Diagonalen AC' in zwei Teildreiecke ABC und ACD.

e Der Fliacheninhalt von ABC' ist dann gegeben durch

2 1 8 1
1 1 1
E‘Aﬁxf@‘:§ 2[ < [5]|=5[| 16|/ =4]|-2 — 4/6.
2 9 8 1
e Der Fliacheninhalt von ACD ist gegeben durch
1 (! 2l 11
E‘AﬁxAB‘:§ 50 x1 1 ||l==|]-22 :?\/6
9 4 11

Damit ergibt sich der Fldcheninhalt des Vierecks zu % 6.

(b) Es ist leicht zu sehen, dass g und h parallel sind, da die Richtungsvektoren Vielfache von
(1,-2,3)" sind. Ein Punkt auf g ist A = (2,1,5) und ein Punkt auf h ist B = (2,3,0). Wenn
die Ebene g und h enthalten soll, so muss Aﬁ = (0,2,—5)" ein Spannvektor der Ebene sein.

Dadurch gewinnen wir eine Parameterdarstellung der Ebene:
{ZeR|7=(23,0"+r-(1,-2,3)"+5-(0,2,-5)", r,s € R}.

Wir berechnen dann einen Normalenvektor 77 der Ebene durch
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Die Hessesche Normalform der Ebene lautet dann

4;1:+\/_a:+2 23
3V5 2T 35 T 35

(c) Wir bezeichnen mit «, 8 bzw. v die jeweiligen Innenwinkel bei A, B bzw. C'.

COS |*1§"18| 0 1 1
| ( )l |A§|'|AB| (\/g—l)\/ﬁ 2\/5'

Durch geometrische Uberlegungen ist klar, dass a ein stumpfer Winkel sein muss. Damit

ist v = 37 =135°.
<1—\/§) - (—\/§>
|BA-B@| B 0 1

|BA|-|BC|  (V3-1)-2
Da « ein stumpfer Winkel ist, muss wegen der Winkelsumme im Dreieck gelten, dass
ein spitzer Winkel ist. Daher ist g = —7r = 30°.

e Es gilt

o Es gilt

L cos(5)] = -

e Es muss gelten o + 3 + v = 180°, so dass v = 15°.
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Aufgabe 5 (10 Punkte)

(a) Essei f: R — R mit f(z) = r%e™®. Bestimmen und klassifizieren Sie alle lokalen Extremstellen

von f.

(b) Bestimmen Sie alle z € R, fiir die die folgende Potenzreihe konvergiert:

n=1
Geben Sie den Wert der Reihe fiir x =4 an.

(c) Bestimmen Sie alle a € R, fiir die das folgende uneigentliche Integral konvergiert:

& 1
/ g
o (@ T 1)

(d) Berechnen Sie die folgenden Integrale:

or —4 1
i)/2x—dx ii) B
T —x—2 o ViZEl

Losung:
(a) Wir bestimmen zunéchst die ersten beiden Ableitungen von f. Es ist

2 x

e " =z(2—-1z)e "

f'(x)
/(@)

2ee”" —x
2¢ " —2ze " — 2we " 4 P " = (2% — 4 + 2)e".

Es gilt f'(z) = 0 genau dann, wenn = € {0,2}. Einsetzen in die zweite Ableitung ergibt
f"(0) = 2 > 0, so dass an der Stelle x = 0 ein lokales Minimum vorliegt. Hingegen ist

1"(2) = —2e7%2 < 0, so dass an der Stelle z = 2 ein lokales Maximum vorliegt.

b) Setzen wir a,, = (—1)"Z- so ist
(b) o

Ap+1
Qn,

7n+1 n'
= lim

i _rm
N n—oo (n+ 1)1 T

n—oo

0.

1m =

Damit ist der Konvergenzradius unendlich und die Reihe konvergiert fiir alle z € R.

Setzen wir z = 4 in die Reihe ein, ergibt sich

Z(—mg =3y —(_:f)n =—1+) —(_ﬁ)n =—1+e ™
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(c) Das Integral konvergiert genau dann, wenn die beiden Integrale

1 1 0o 1
[ = - d o = - d
: /0 e /1 (e

konvergieren.

1 1

e [, konvergiert genau dann, wenn «a < 1. Denn fiir = € (0, 1] ist
1

AN
A

20x T x(x3+ 1) T

und das Integral fol x% dx konvergiert genau dann, wenn o < 1.

e [, konvergiert genau dann, wenn o > i' Denn fiir z = 1 ist

1 1 1

20‘1’40‘ = .13&(1‘3 + 1)a

N
A

I4a

und das Integral floo x% dz konvergiert genau dann, wenn 4« > 1 ist.

Insgesamt folgt also, dass fooo L B dx genau dann konvergiert, wenn « € (}L, 1) ist.

z(z3+1

(d) i) Wir fithren eine Partialbruchzerlegung fiir den Integranden durch. Dazu faktorisieren wir
den Nenner. Es ist

-z —-2=(x—2)(x+1).

Damit ist ein Ansatz fiir eine Partialbruchzerlegung gegeben durch

533—4 L A i B
2—r—-2 -2 x+1

& Alx+1)+ B(zx—2) =bx —4.

Es ergibt sich damit B =3 und A = 2. Damit ist

or —4 2 3
/x—d:p:/ dx—l—/ dz =2In|z —2|+3ln|z+ 1] +c
22 —x—2 r—2 r+1

ii) Wir fithren die Substitution y = z? + 1 durch, so dass formal j—g = 2z und somit dz =

%dy. Als neue untere Integralgrenze ergibt sich 0°+1 = 1 und als obere Grenze 1241 = 2.

Damit haben wir

/O —;_de:/l é%dy:[\/@ﬁ:\/ﬁ—l.
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Aufgabe 6 (10 Punkte)

(a) Bestimmen Sie die allgemeine Losung der Differentialgleichung
i =1z + 2.

(b) Bestimmen Sie diejenige Losung der Differentialgleichung

T = e"t,
fiir die gilt x(0) = 2.
24+ y?+1
(c) Bestimmen Sie Jacobi-Matrix der Funktion f:R?* — R3 mit f(x,y) = xe?
Y

(d) Bestimmen Sie alle partiellen Ableitungen bis zur zweiten Ordnung der Funktion f: R?* — R
mit f(z,y) = xe*~%. Bestimmen Sie weiter das Taylor-Polynom zweiter Stufe zum Entwick-

lungspunkt (x,y) = (2,1).
Losung:

(a) Hierbei handelt es sich um eine lineare inhomogene Differentialgleichung erster Ordnung. Die
zugehorige homogene Gleichung ist gegeben durch # = x und somit die allgemeine homogene
Losung xp,(t) = ce', ¢ € R.

Eine partikulire Losung finden wir nun durch Variation der Konstanten. Dazu machen wir den

Ansatz ,(t) = c¢(t)e'. Einsetzen in die Differentialgleichung liefert dann
d(t)e" + c(t)e = c(t)e! +2¢¢ = d(t)=2.

Damit ist eine partikulére Losung gegeben durch y,(t) = 2te’. Die allgemeine Losung x = x(t)
ergibt sich als
z(t) = 2p(t) + 2,(t) = (2t +c)e’, c€eR.
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(b) Hierbei handelt es sich um eine separierbare Differentialgleichung, die wir durch Trennung der

Veranderlichen 16sen. Damit erhalten wir

T =e"t
~ /ex dx = /tdt
= lpy
~ —e ¥ == c
2
~ z(t)=—In(-1*—¢).
Einsetzen der Anfangsbedingung liefert dann
2= — In(—c) & c=-e"

Damit ist die gesuchte Losung gegeben durch z(t) = —1In (e_2 — th).

(c) Esist
\/x21y2+1 \/xQ-iy-y2+1
Jr(z,y) = e¥ e
0 1
(d) Esist
L f(2,y) = (z+1)e",
L, f(z,y) = =232,
2f (@) = (v +2)e",
0,0, f (x,y) = 0,0, f(x,y) —2<l‘+1) o2y
yf(@y) =

Damit ergibt sich das Taylorpolynom zweiter Stufe zum Entwicklungspunkt (2,1) zu

To(f,(2,1) =2+3(x —2) —4(y — 1)+ 2(x — 2)* = 6(x — 2)(y — 1) + 4(y — 1)*
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