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Aufgabe 1 (10 Punkte).

Losen Sie die folgenden kurzen Aufgaben.

a) Parametrisieren Sie den Ellipsoiden
K={(2,y,2) € R®|x? + 4> + 922 = 1}.

Ersetzen Sie hierfiir die Platzhalter 7 und * sinnvoll.

x(p,0) cos(p) cos(0)
(p,0) = | wylp,0) | =| 7 sin(p)cos(0)
z(p, 0) *

b) Lésen Sie fiir u(x,y) = y? + cos(x) das Anfangswertproblem y(0) =1 und
ou ,  Ou

c) Sie werfen einunddreiffig mal mit einer fairen Miinze. Wie hoch ist die Wahrscheinlich-
keit fiir hochstens fiinfzehn mal Kopf?

d) Lisen Sie das folgende Anfangswertproblem:

/ eiy
vy =5 cos(z), y(0)=1.

e) Bestimmen Sie das Gleichungssystem der Charakteristiken (x(t),y(t)) der partiellen

Differentialgleichung

O a0 g
Yor T°€ oy

Lésungsvorschlag

a) Wir schreiben die Gleichung um:
2>+ (29 + (32)° =1 QD

So sehen wir, dass die Gleichung verlangt, dass die Punkte (z, 2y, 3z) auf dem Rand der
dreidimensionalen Einheitskugel liegen miissen. Da Letztere bekanntlich durch

(cos(¢p) cos(#), sin(yp) cos(8), sin(h)
mit ¢ € [0,27] und 0 €] — Z, Z[ parametrisiert wird, hat man ? = § und = = £ sin(6) zu
ergidnzen ()

b) Es handelt sich um eine exakte Differentialgleichung. Auflésen von u(x,y) = ¢ nach y

ergibt
y(z) = £/ c— cos(z) D

Aufgrund der Anfangsbedingung entscheiden wir uns fiir das positive Vorzeichen und
¢ = 2. Wegen cos(x) < 1 ist der Term unter der Wurzel dann positiv und die Losung
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e)

daher auf R definiert. @
Alternativ, etwas umsténdlicher: Wegen % = 2y und % = —sin(x) ist die DG ebenfalls

separierbar. Mit y' = % erhalten wir

2ydy = sin(x)dz @

y x
2/ tdt:/ sin(t)dt
yo=1 xo=0

Stammfunktion von 2t ist t2. Stammfunktion von sin(t) ist — cos(t) (wen wundert’s,
man integriert ja die partiellen Ableitungen von u wieder auf) Daher

Aufintegrieren liefert

Yy —1=—cos(z)+1 @
Auflésen nach y ergibt wie zuvor y = /2 — cos(x) mit x € R.

Es gibt genau so viele Moglichkeiten hochstens 15 mal Kopf zu werfen, wie dies nicht zu
tun: Letzteres bedeutet ndmlich, dass man mindestens 16 mal Kopf wirft, d.h. hochstens
31 — 16 = 15 Mal Zahl. @

Da die Miinze zudem fair ist, ist die gesuchte Wahrscheinlichkeit also % €))

Die Differentialgleichung ist separierbar: Separation der Variablen:
d Y 1 4 1 [*
i cos(z) = eYdy = 3 cos(x)dr = e“dz = 2/ cos(t)dt @O
x

und damit

Da % sin(z) stets stets groBer als —e istDkonnen wir den Logarithmus ziehen und nach
y auflosen:

ist auf ganz Re definiert. @ '
Alternativ: die DG ist exakt mit Potential u(x,y) = e¥ — % Wegen der Anfangsbe-

sin(x)

dingung muss also u(z,y) = u(0,1) = e gelten. Also ist e’ = =5~ + e, was man wie

zuvor nach y auflésen kann.

Das System der Charakteristiken lautet
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Aufgabe 2 (10 Punkte).

Bestimmen Sie alle reellen Losungen der folgenden Differentialgleichung:
Y —y — 2y =2z + .
Lésungsvorschlag In einem ersten Schritt 16st man die homogene Gleichung 3" —1/' —2y = 0.
Das charakteristische Polynom p dieser Differentialgleichung lautet
p=X’-X-2=(X-2)(X+1) @
und hat die Nullstellen 2 und —1 . Also lautet die allgemeine homogene Losung fy:
fu(@) = c1fi(@) + cafo(x) = c16* + cae™®

mit ¢1,co € Re. @
In einem zweiten Schritt bestimmt man nun irgendeine beliebige (partikuldre) Losung der
gegebenen inhomogenen Differentialgleichung — und zwar entweder durch einen Ansatz nach

Art der rechten Seite (Variante 1), durch Variation der Konstanten (Variante 2) oder mit
Hilfe der Greenschen Losungsformel (Variante 3)

Variante 1: partikuldre L6sung durch Ansatz nach Art der rechten Seite
Aufgrund des Superpositionsprinzips bekommt man eine partikulére Losung f, von y" —y' —
2y = 22+ €%, indem man eine partikuléire Losung f,1 von y” —y' —2y = 2z = hy(z) und eine
partikulire Losung f,2 von v’ —y' — 2y = e** = hy(x) bestimmt und diese beiden addiert:
f, p = J, pl T J, p2-

e Zunichst zu vy’ —y' —2y = 2z = hy(x)! Weil 0 keine Nullstelle von p ist (keine Resonanz),
machen wir den Ansatz

fo1(z) = (ax +b) 2% = ax +b. @
Setzt man diesen Ansatz in die Differentialgleichung ein, so erhélt man
0—a—2(ax 4+ b)=h1(z) = 2.
Also a = —1 und b = § (Koeffizientenvergleich!) und damit f,1(z) = -z + 3 D
o Jetzt zu y — 1y — 2y = €?® = ho(x)! Weil 2 eine einfache Nullstelle von p ist (Resonanz),

machen wir den Ansatz
Zweimaliges Ableiten ergibt

fia(@) = (c + 2ez)e™,

fra(x) = (4e+ 4ex)e®. @)
Setzt man dies in die Differentialgleichung ein, so erhélt man

e* = hy(z) = (4c+ 4cx — ¢ — 2ca — 2cx) ¥ = 3ce*®

und damit ¢ = £. Also fya(z) = fze**. @
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Insgesamt erhalten wir f,(z) = fp1(z) + fpo(z) = —z + & + Twe?®.

Variante 2: partikuldre Losung durch Variation der Konstanten
Die Wronskimatrix M (z) zu f1, f> und deren Inverse M (z)~! lauten:

6250

1 1 e
M([IJ) = <262:v

L) M = @) = 5 (G Cr) O

Aufgrund eines Satzes aus der Vorlesung ist eine partikuldre Losung gegeben durch f,(z) =
c1(z) f1(z) + ca(x) fo(x), wobei ¢1, co Funktionen sind so, dass

() - () = (5 “2) (o 0 ) - () o

Also gilt (mit Integrationskonstanten ¢y, c20):

¢

11, 1

c(z) = 3%~ gre T - 66_227 + c10,
1 2 2
co(z) = —§e3x — ga:ex + gez +c20 @

(partielle Integration!). Wihlt man die Integrationskonstanten ¢pg, coo beide gleich 0, so
erhélt man eine partikuldre Losung f, mit

1 1 1 1 2 2
fo(z) = cr(z) f1(2) + c2(z) falz) = §$€2x —3TT§ " §€2z —3¢t3
1 2x 1 1 2z
=—3° T+ 5 + 5 7€ @

(Diese partikulére Losung unterscheidet sich von der in Variante 1 durch die Losung =
—%ezx der homogenen Gleichung. Durch entsprechend andere Wahl der Integrationskonstan-
ten co1,cp2 erhilt man die partikulére Losung aus Variante 1.)

Variante 3: partikulire L6sung nach der Greenschen Formel
Zunéchst suchen wir die Losung u(z) der homogenen DG, fiir die u(0) = 0 und «/(0) = 1
gilt. Diese findet man durch Koeffizienten-Vergleich aus dem Fundamentalsystem, das zuvor
bestimmt wurde:

x

u(z) = c16* 4 coe®.

Aus y(0) = 0 folgt ¢; = —co und damit

Daher ¢ = % D
Nun kénnen wir y(z) berechnen. Mir gehen nach dem selben Superpositionsprinzip vor,
welches wir schon in ersten Losungsmethode verwendet hatten. Zunéchst die Rechte Seite
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bi(t) = 2t: Einsetzen in die Greensche Losungsformel ergibt

1

o) = 5| @0 - o)

2 xT
— z / te2(@=t) _ yot=zqy
t

3 Ji=0
2 xT
= / te?Te 2t —tele™®dt
3 Ji=0
2 z 2 z
= eQx/ te 2tdt — e_"”/ tetdt @
3 t=0 3 0

wobei die letzte Zeile benutzt dass x als Konstante zu sehen ist, wenn wir beziiglich der
Variable ¢ integrieren. Stammfunktion von te~2? ist =1(2¢+ 1)e~2?’. Stammfunktion von ¢ e’
ist te! — ef. Daher

—1 - T 2 —x T
() = R R ) = (V)
-1 2
= ?(29: +1)— g(x — 1) + Terme, welche die homogene DG lésen

1
= —x + 3 + Terme, die die homogene DG lésen (D

Eine spezielle Losung der DG mit rechter Seite by (t) ist daher y;(z) = —z + . Probe:

1
- -2 =1-2(z+3) =2z
Jetzt fiir die Rechte Seite bo(z) = €2%:
I r— —(z—
() = 3 @
— 1/32 62(90725) - etfm)GQtdt
3 Ji=o

1 X
= / 2 —e3te 2t
3 Ji=o

1 x 1 z
= 62:0/ dt—e_x/ e3tdt
3 t=0 3 0

1
= gxem + Terme, die die homogene DG lésen (1)

Eine Losung der DG mit rechter Seite by(x) ist daher ys(z) = Lxe®®. Probe:
1

yp= g1+ 21)e?
4
Yy = e +a)e??

1
vy —vh —2yp = g(d+dr — 1 - 20— 20)e*" = &7
Spezielle Losung der DG mit rechter Seite 2z + €2% ist daher

1, 1
ys(az):§x62 —x+§. D
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In einem dritten und letzten Schritt muss man schliellich noch die oben bestimmte allge-
meine homogene Losung und die oben bestimmte partikulére Lésung addieren:

f(@) = fu(@) + fp(x) = fn(2) + fp1(2) + fpa(2)

1 1
=c1e® + e — 1 + 3 + gxe% (c1,¢0 € Re), @D

um die gesuchte allgemeine Losung der inhomogenen Differentialgleichung zu bekommen.
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Aufgabe 3 (9 Punkte).

Gegeben ist das Differentialgleichungssystem

-1 0 0
y=16 5 —6]y.
3 3 -4

Bestimmen Sie die Losung des Differentialgleichungssystems zur Anfangsbedingung

v=1y(0) = (1,0,0)"

Loésungszkizze: Das charakteristischen Polynoms:
g\ =det(A—XE) =X -3)1-2 @
Dessen Nulllstellen sind bekanntlich die Eigenwerte der Matrix A:
M =2, M3z=-1. 2

Als néchstes bestimmt man die Eigenwerte indem man das lineare Gleichungssystem (A —
A E) = 0 16st. Dadurch erhélt man die Eigenvektoren:

0 1 0
v = 2 , Uy = 0 , U3 = 1 @
1 1 1

( Daraus ergibt sich das Fundamentalsystem

fi(z) = e* vy, fo(x) = e vy, fi(z) =e "vy

Und die allgemeine Losung

0 e’ ” 0
yx)=c1 |22 | +c2| 0 | +es|e™®| D
le2® e " e ”
1
Um die Losung zum Anfangswertproblem zu bestimmen 16st man das LGS y(0) = | 0 | das
0

durch

gegeben ist und erhélt

c=(1,1,-2T @
und damit
e*.’ﬂ
y(z) = | 2% — 2% D
e~ T — 62x
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Aufgabe 4 (11 Punkte).

Es ist die 2w-periodische Funktion f mit

_ i@ =L e el m0) e s om) = £
f(x)_{1+sin(a:), z € [0,7) ¢ e =)

gegeben.
a) Skizzieren Sie f auf dem Intervall [—2m,27).
b) Bestimmen Sie die reelle Fourier-Reihe von f.

¢) Bestimmen Sie fiir alle x € R den Grenzwert der Fourierreihe.

Lésungszkizze

Yy
/‘\ | /\
7?71’ —ﬁ' T 2% r
) N R4 .

b) (1) Weil f(x) ungerade ist, gilt a,, = 0 fiir alle n € Ny. @)
(2) Wir schreiben f als Summe f(z) = sin(x) 4+ g(z) mit
-1, z€[-m0)
= d +27) =
e {1’ o on) e = @) ©

Die Koeffizienten b, fiir g berechnen sich wie folgt:

™

1
by, = /g(:ﬂ) sin(nz)dx
0
> [
= /sm(nm)dm D
m
0
B g[_cos(mc)rr
N m n 0
2(1—(=1)»
_ (-1 o
nm
Wir erhalten
b — %, n ungerade
" 0, n gerade
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(3) Die Fourierreihe von f ist

s nm

flx) ~ (4 + 1> sin(z) + Z 21 =(=D" sin(nz) @
n=3

= <i + 1) sin(x) 4+ Z (26—?1)# sin((2¢ + 1)x)

(=1

c) Die Funktion f ist stetig differenzierbar in den Intervallen (nm — m,n7) (k € Z) mit
endlichen links- bzw. rechtseitigen Grenzwerten sowohl fiir f als auch f’ in allen Punk-
ten {nm|n € Z}. Da die Funktion f insbesondere stetig ist in (nm — 7w, n7) (n € Z),
konvergiert die Fourierreihe in diesem Bereich also gegen f(z). @

In den Punkten {nm|n € Z} hingegen macht f einen Sprung der Hohe 2, sodass sich der
Grenzwert dort berechnet als

1( lim f(e)+ lim f(w))zo- ®

2 \ z—nr+0 z—nm—0

10
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Aufgabe 5 (12 Punkte).

Wir betrachten den Korper
K :={(z,y,2) e R}|z* + 4> <8 — 230 < 2 <2}
Der Rand OK besteht aus dem Boden
B :={(z,y,2z) € K|z =0}

und dem Mantel
M = {(z,y,2) € K|z> +y*> =8 — 23}.
Weiter sei f das Vektorfeld

—Irz
flz,y,2) = Yz
x? + Y

a) Skizieren Sie den Korper K und seine Randkomponenten B und M.

b) Parametrisieren Sie den den Mantel M mit Hilfe von Zylinderkoordinaten.
c¢) Berechnen Sie den Fluss von f durch den Boden B nach Aufen.

d) Berechnen Sie die Divergenz von f.

e) Schliefsen Sie ohne erneute Rechnung auf den Fluss von f durch den Mantel M nach
Auflen.

Lésungsvorschlag

a) Der Boden ist eine Kreisscheibe vom Radius v/8 (I) Der Mantel ist ein rundlich zuge-
spitzer Kegel, dessen Spitze bei (z =0,y = 0, z = 2) liegt D

b) Mit der Abbildung
g(’l", (10) = (7" COS(QO),?" Sin(@)a 3\/ 8 — TQ) @

wobei 7 € [0,+/8] und ¢ € [0,27] (@ erhalten wir eine Parametrisierung von M.

c¢) Der Fluss von f durch B nach Auflen ist

2 p2v2
/ f-ngdB =— / / (7‘2 COS2(<,D) + rsin(p))rdrdp @
B o Jo
2 ,24/2
= —/ / cos?(p)r3drdy
o Jo

Dabei verschwindet der Sinusterm, da iiber [0, 27] integriert wird. I)Weiter ergibt die
Integration von cos? {iber ein Intervall, dessen Linge ein Vielfaches von 7 ist, die halbe
Intervall-Lange. (D) Also

V8
/Bf -ngdB = —71'/0 r3dr = —E[r4]a/g =—167 @

W

11
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d) Wir haben div(f) =—2z+2=0. @

e) Nach dem Satz von Gaul Dist der Ausfluss von f aus dem Korper heraus gleich Null.
Daher

/Mf'nMdM——/Bf-anB—lﬁm @D

12
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Aufgabe 6 (12 Punkte).

Auf einer Oberfliche befindet sich eine grofie Bakterienpopulation. Die einzelnen Bakteri-
en sind zufdllig und unabhdngig von einander auf der Fldche verteilt. Wir gehen davon
aus, dass die Anzahl der Bakterien, die Sie mit dem Mikroskop auf einem geniigend klei-
nen Flichenausschnitt beobachten, poissonverteilt ist. Im Durchschnitt sehen Sie auf einer
Fliche von einem Quadratmillimeter zwei Bakterien.

a) Bestimmen Sie die Parameter py und pe der Poissonverteilungen der Anzahlen von
Bakterien, die Sie auf Flichenausschnitten der Grifen 1 mm? und 2mm? beobachten.

b) Mit welcher Wahrscheinlichkeit beobachten Sie auf einem Ausschnitt von zwei Quadrat-
millimetern mindesten zwei Bakterien? Runden Sie auf eine ganze Prozentzahl.

c) Welcher Wahrscheinlichkeitsverteilung gentigt die Fliche, die Sie absuchen miissen, um
die erste Bakterie zu finden? Wieviel Fliche miissen Sie im Mittel absuchen, um auf
die erste Bakterie zu stofsen?

Sie entdecken auf der selben Oberfliche zusdtzlich eine neue Sorte von Bakterien, deren Anzahl
ebenfalls poissonverteilt sei und die unabhdngig von der ersten Sorte vorkommt. Im Durch-
schnitt sehen Sie auf einem Ausschnitt von einem Quadratmillimeter drei Bakterien der neuen
Sorte.

d) Welcher Wahrscheinlichkeitsverteilung gentigt die Gesamtzahl der Bakterien, die Sie auf
einem Ausschnitt von einem Quadratmillimeter vorfinden? Mit welcher Wahrscheinlich-
keit sehen Sie dort héchstens zwei Bakterien? Runden Sie auf eine ganze Prozentzahl.

L6sungsvorschlag
a) Esist ug =2 @Qund po =4 (2

b) Fir u = 4 ist nach Tabelle ps(X < 1) = 1.83% + 7.33% = 9.16% .2 Die gesuchte
Wahrscheinlichkeit ist die Gegenwahrscheinlickeit p4 = 91% (D

c¢) Diese ist exponentialverteilt zum selben Parameter p = 2 mit Mittelwert 1/p = 1/2. @
Die mittlere Suchfldche ist daher ein halbes Quadratmillimeter .(I)

d) Die Gesamtzahl an Bakterien pro Quadratmillimeter geniigt einer Poissonverteilung
zum Parameter 2 + 3 = 5. Dort befindet sich mit einer Wahrscheinlichkeit ps(X <
2) = 0.67% + 3.37% + 8.42% = 12% hochstens zwei Bakterien. 2)
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