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Aufgabe 1 (4 + 4 + 4 + 4 Punkte).

Losen Sie die folgenden kurzen Aufgaben.

a) Wo ist etwas passiert? Wer meldet? Was ist passiert? ... Die Wahrscheinlich-
keit eines Feuers in der Uni ist gering, sagen wir 0.1% jeden Tag. Im Brandfall wird
mit 98%iger Sicherheit Alarm ausgelist. Leider gibt es an 0.5% aller feuerfreien Ta-
ge Fehlalarm. Mit welcher Wahrscheinlichkeit a geht der Feueralarm los? Mit welcher
Wahrscheinlichkeit b brennt es, wenn Sie den Alarm héren?

b) Atomkraft? Ja bitte! Die Lebensdauer eines radioaktiven Teilchen geniige einer Ex-
ponentialverteilung mit Dichte e . Die Halbwertszeit sei 15 Jahre.Bestimmen Sie den
Parameter A. Mit welcher Wahrscheinlichkeit ist das Teilchen nach 30 Jahren zerfallen?

c) Integrationsbemiihung Wir betrachten folgende DGI:

Yy (3$2 — y) = —2zy
Priifen Sie, ob diese exakt ist. Falls nicht, finden Sie einen integrierenden Faktor v(y).
d) Am Anfang war das Problem Ldsen Sie das folgende Anfangswertproblem:

r_ 3x2—2y2

1) = 1.
o y(1)

Y

Kénnen Sie sich noch daran erinnern, ob so eine dhnliche Differentialgleichung in der
Vorlesung behandelt wurde?

L6sungsvorschlag

a) (i) Sei A das Ereignis “Alarm” und B “es brennt”. Die folgenden Wahrscheinlichkeiten
sind im Aufgabentext gegeben:

Prob(B) = 0.1% = 0.001
Prob(A|B) = 98% = 0.98
Prob(A|B) = 0.5% = 0.005

Mit Hilfe der Formel der totalen Wahrscheinlichkeit berechnen wir
a = Prob(A) = Prob(A|B) - Prob(B) + Prob(A|B) - Prob(B)
= 0.98 - 0.001 + 0.005 - 0.999 = 0.005975 = 0.5975%. @

(ii) Laut Formel von Bayes gilt

Prob(B 0.001
b = Prob(B|A) = Prob(A|B) - Pf;’bEAg =098 oo & 16.4%. @

b) Es bezeichne T die Lebensdauer des Teilchens. Es gilt P(T' > t) = 1 — e~ . Aus

P(T>Tyy) =1-e it
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1
folgt e M2 =1 — + =1 und somit Ty = _lnf\2)‘

Somit A = 1r11(52 ) @ und

1
P(T<30)=1-e3M=1—20@ =1 7@

(Das ist auch ohne Rechnung klar: da die Exponentialverteilung kein Gedéchnis hat,
gilt etwa P(T < 2Ty) = P(T < Ty)?). Die gesuchte Wahrscheinlichkeit ist somit 2. @

c¢) Das zugehorige Vektorfeld ist X := (2zy,3z% — y). Es gilt
rot(X) = 6z — 2z = 4z. D

Diese DGI kann also nicht exakt sein, da rotX # 0 (D) Fiir einen integrierender Faktor
u(y) gilt

Oy (v(y)2zy) = Oy (V(y)(3x2 —y)) © 2av + 22y = 62 D

&y’ =2v, also v(y) = y>. @ In der Tat hat man

1
d(z?y® — Zy“) = (221,322 — ) = 2 X.

d) Es handelt sich um eine Ahnlichkeitsdifferentialgleichung. Standardmiflig substituiert
man z = £. Aus y = xz folgt 3y = x2' 4+ 2. D Fiir die transformierte DG erhalten wir

sr = —%(422 — 3) D

Weiter substituieren wir u = 422 — 3. Wegen u/ = 822 folgt

zu = —4u

mit u(1) = 1. Offensichtliche Losung ist u = 9714 (D(Wer diese nicht direkt sieht, leitet sie

sich durch Trennung der Variablen her). Also 422 — 3 = x%, somit z = i%x—lgv 1+ 3z
Aus y = zz und der Anfangsbedingung folgt

1
y=1y(x) =x2(x) +2$ + 3z

mit maximalem Definitionsintervall ]0, co[. @) Probe:

1 1
'(2) = —=—V/1+ 32% + 327 ——

1
2xyy = —@(1 +3x4) + 322 =322 — 2¢°

Alternativ: wir schreiben die Differentialgleichung in Standardform als

2zy)y' — (32" —24*) =0
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Man zeigt nun leicht, dass v(z) := z ein integrierender Faktor ist, vgl Aufgabenteil c).
Die modifizierte Gleichung

22%y)y — (32* —22y*) = 0

besitzt das Potential u(z,y) = 2%y% — %x“. Um die Losung der Differentialgleichung zu
finden, ist u(x,y) = ¢ mit einer Konstanten ¢ zu setzen. Wir erhalten

3
2.2 __ 9 4
7y —41‘ + ¢,
also
c 3
_ 2

Die Anfangsbedingung ist mit ¢ := % erfiillt.

Aufgabe 2. Kriegen Sie die Kurve! [3 + 5 + 4 Punkte]

Wir betrachten die partielle Differentialgleichung
yOru — (x + 2y)O0yu + O,u = 0
a) Wie lautet das Gleichungssystem der Charakteristiken?
b) Bestimmen Sie die charakteristische Kurve c(t) zum Anfangswert ¢(0) = (xo,yo,0).

¢) Finden Sie die Losung u der partiellen Differentialgleichung welche u(z,y,0) = x +y
erfillt.

Losungsvorschlag

a) Die Gleichungen der Charakteristiken lauten

T=y®
y=—(z+2y) D
5=1Q

b) Die letzte Gleichung liefert sofort z(t) = t + to wobei wir auf Grund der Anfangs-
bedingung tg = 0 wéhlen. Damit verbleibt ein lineares DG-System mit konstanten
Koeffizienten zu losen: wir haben (i, )7 = A - (x,y)T mit der Matrix

=45

Das charakteristische Polynom ist P(\) = A(2+A) +1 = A2 42X + 1 mit der doppelten
Nullstelle A = —1. @) Die Eigenwertgleichung Av = —v wird offenbar von vy := (—1,1)7
erfiillt. (D) Bis auf Vielfache von v; kann es keine weitere Eigenvektoren geben, da A
nicht die Identititsmatrix ist. Ein Hauptvektor zweiter Stufe ist ve := (1, —-2), denn
es gilt Avg = (—2,3)7 = v1 — v2. @ Um das Anfangswertproblem zu losen, miissen wir
zunéchst die Fundamentalmatrix

‘M@%:€%<_f j{ft>-
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zum Zeitpunkt ¢ = 0 invertieren. Wir erhalten
-2 -1
-1 ._

Dann ist (2(t),y(t))" := M(t)My (w0, y0)" die gesuchte Losung, also

(o0 )= (3 552 2)(w)
SCa AR e iR Bl (R R

¢) Wir koénnen beliebiges (z,vy,2) eindeutig als x = z(xo,y0,t) ,y = y(xo,yo,t) schrei-
ben, wobei ¢t = z und (z,y) = (z(t),y(t)) die Position der charakteristischen Kurve
(z(t),y(t)) mit der Anfangsbedingung (x,yo) zum Zeitpunkt ¢ ist:

()= ()G

Nun gilt es (xg, yo) in Abhéngigkeit von (z,y,t) zu bestimmen: es handelt sich offenbar
um ein lineares Gleichungssystem in (xg,yo). @ Wir erhalten

xo \ 4 1—-t —t z\ 4 A-thr—ty
(y())_e( t 1+t><y>_e<tﬂf+(1+t)y @
Aus U(IL‘, Y, Z) = U(l'o,yo,()) ; Zo + Yo fOlgt

u(x,y,2) =x0+y =€ (v +y).O

Probe: Die Anfangsbedingung u(0) = = + y ist wegen e? = 1 offenbar erfiillt. Weiter,

Uy = €°
uy = €°
u, = e*(x +y).

Daher
yue — (Y +22)uy +u, = (y — (2 +2y) + 2+ y)e* = 0.D

Die Losung ist so einfach, dass man sie im Prinzip sogar raten kann.

Aufgabe 3. Zu welchem Flufl kommen Sie?/2 + 3 + / + 4 + 3 Punkte]

Wir betrachten die Fldchenparametrisierung

mit r € [0,1] und ¢ € [0, 27].

a) Skizzieren Sie die durch F parametrisierte Fldche.
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b) Berechnen Sie den Normalenvektor Ng. Zeigt dieser nach innen oder nach auf$en?

¢) Berechnen Sie das Flufintegral des Vektorfeldes

yA
Y = 0
A(z? + y?)

durch die von F parametrisierte Fldche nach Auflen.
d) Berechnen Sie das Arbeitsintegral des Vektorfeldes

—y 72
X = zry?

1
1?Y

langs der Kreislinie y(p) := (cos(p),sin(p),0) mit ¢ € [0, 27].

e) Berechnen Sie die Rotation von X und vergleichen Sie diese mit Y. Interpretieren Sie
so die Ergebnisse der beiden vorherigen Aufgabenteile mit Hilfe des Satzes von Stokes.
(Alternativ, falls Sie Aufgabenteil d) nicht losen konnten, berechnen Sie das gesuchte
Arbeitsintegral direkt mit Hilfe des Satzes von Stokes und Teil c).)

L6sungsvorschlag

a) Ein auf den Kopf gestellter Standard-Rotationsparaboloid mit Scheitel bei (0,0, 1) @und
Rand gleich dem Einheitskreis in der (z,y)-Ebene: Q)

b) Es gilt
cos(p) —r sin(yp). 272 cos(yp)
Np(r,@) = 0,F x 0,F = | sin(yp) X r cos(p) = 272 sin(yp) @
—2r 0 T

Da die dritte Komponente nicht-negativ ist, zeigt das Normalenfeld nach aulen. ()
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c) Substitution (z,y,2) = F(z,y, z) = (rcos(p), rsin(yp), 1 — r?) gibt

1—r2
Y(r,p) = 0 €)
472

Das gesuchte FluBlintegral ist daher

/27r/ Y(r0) - Np(ro)drdy :/OZW/147«3+2(1_r)r cos(p)drdy @

0
27
= / / 4r3drdg0 =272
0 0

Alternativlosung: wer unbedingt mochte, der kann den Satz von Gaufl wie folgt benut-
zen. Die Divergenz von Y ist offenbar Null. @ Die zuvor betrachtete Fliche berandet
zusammen mit der Einheitskreisscheibe B einen dreidimensionalen (ausgefiillten) Rota-
tionsparaboloiden. Man erhilt also nach dem Satz von Gauf

0:/Y-dN+/Y-dN@
F B

wobei jeweils der nach auflen zeigende Normalenvektor verwendet wird. Die Scheibe B
wird durch (7 cos(y), rsin(y), 0) parametrisiert mit » und ¢ wie zuvor. Der Normalen-
vektor ist (0,0, r). @Dieser zeigt nach innen, was wir beim Vorzeichen beachten miissen.
Wir erhalten fiir das Fluflintegral

0

27 1
/ Y -dN = / / Y (rcos(g), rsin(p), 1 —72)- | 0 | drde
F 0o Jo r
o 1 0 0
= / / 0 - 0 |drdy
0 0 472 r
2 1
= / / 4r3drde
0o Jo
= 27[7“4](1) =2m.D
Eine echte Vereinfachung ist dies aber offenbar nicht.
d) Das gefragte Arbeitsintegral ist
or —sin(s) cos(s)? — sin(s) o
X(s)-4(s)ds = cos(s) sin(s)? . cos(s) ds@® = 2/ sin(s)? cos(s)?ds @)
0 0 0 0

Man erhélt aus dem Additionstheorem fiir den Sinus
sin(2s) = 2sin(s) cos(s)

durch Quadrieren
1
sin?(s) cos(s)? = 1 sin?(2s) @
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Daher
27 9 27 T
2/ sin?(s) cos(s)?ds = / sin?(2s)ds = =. @
0 4 Jo 2
Daher
2m
. 3 7r
X(s)-A(s)ds = 2(m — 3m) = )@
0
e) Wir berechnen die Rotation von X. Diese ist
i 1
rot(X) = 0 D = ZY'CD
2+ y?

Daher folgt aus dem Satz von Stokes dass

//Y-dNF_4//rotX-dNFS@‘eS4/X-ds.@
F F 0

Alternativ 148t sich so also das Arbeitsintegral aus Teil d) mit Hilfe des Satzes von
Stokes berechnen.

Aufgabe 4. Ich wiinsche mir eine Welt ohne Ableitungen/12 Punkte] Lisen Sie die
gewohnliche Differentialgleichung

y”—3y’+2y:62t

mit der Anfangsbedingung y(0) = 1, y'(0) = —2 mit Hilfe der Laplace-Transformation. Ver-
gessen Sie die Probe nicht!

Lésungsvorschlag  Sei Y (s) := L£(y)(s) die Laplacetransformierte und P(s) := s? — 3s + 2
das charakteristische Polynom. Dieses besitzt die Linearfaktorzerlegung P(s) = (s—2)(s—1). D
Wegen

. 1
2t — P D

y(t) — Y(s)

y'(t) — sY(s) — y(0)

y"(t) = s*Y (s) — 4/ (0) — sy(0)

y"(t) = 3y'(t) +2y(t) = P(s)Y(s) — (s = 3)y(0) —4'(0) D

folgt durch Einsetzen der Anfangswerte die Gleichung

1
s—2

= P(s)Y(s) —s+ 5D
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Auflésen nach Y (s):

s—5 1
Y(s) =
=56 T PO -2
B 1 n s—5H
C(s—1)(s—2)2  (s—1)(s—2)
- s2—Ts+11 @
N (s —1)(s—2)2
Partialbruchzerlegung:
s2—Ts+11 a b c

GoD—22 s5-1 52 o2 ?

Wir bestimmen die Koeflizienten, ohne ein lineares Gleichungssystem losen zu miissen: a und
c erhalten wir sofort durch hochmultiplizieren von s — 1 bzw. (s — 2)%

2
s*—T7s+11
= - —_ :5
a (8—2)2 |S—1 @
2
s*—T7s+11
Cc= |s:2:1®
s—1

Um b zu bestimmen, gibt es mehrere Moglichkeiten. Zunéchst setzen wir die zuvor erhalten
Koeffizienten ein. Dann kénnte man etwa s = 3 einsetzen und direkt nach b auflésen ... Oder
wir werten bei s = 2 mit Hilfe der Regel von ’'Hospital aus:

- s* —Ts+11 1 | _32—784—11—(3—1)‘
T (s—2)(s—1) s—2"77  (s—2)(s—1) 72
2 .
5% —8s+ 12 I"Hospital 25 — 8
= — | e— = —_—9 = —4
(s —2)(s — 1)’8—2 s =2 D
Wir erhalten
5 4 1
Y(s) = - + @

die Riicktransformation liefert:
y(t) = bet — e? + te?!
= te? 4 5e’ — 4. (D

Probe:

y(t) = te® +5e! —4e* (= y(0)=5—-4=1)

y'(t) = 2te® + 5e' —7e*, (= ¢y/(0)=5—-T7=-2)

Yy (t) = 4te? 4 5et — 12*
Also stimmen die Anfangsbedingungen. Weiter

Y =3y +2y=(4—6+2)e* 4+ (5— 15+ 10)e’ + (=12 + 21 — 8)e*
_ e2t @

Daher ist das Anfangswertproblem erfiillt.
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Aufgabe 5. Sprunghafte Entwicklung/2 + 5 + 8 Punkte/

Es ist die 2m-periodische gerade Funktion f mit

Fa) = {1 € [0,3]

-1 ze(3,m)
gegeben.
a) Skizzieren Sie f auf dem Intervall [—2m,27).
b) Bestimmen Sie die reelle Fourier-Reihe von f.

c) Werten Sie die Fourier-Reihe von f bei xg = 0 aus und bestimmen Sie so den Grenzwert
der Reihe

[\)

o~ (=1
Z I+1

=0

Lésungsvorschlag

a) Auf [0, 7] ist die Funktion schon gegeben, auf [—7, 0] erhalten wir sie als gerade Funktion
durch Spiegelung an der y-Achse. @) Da die Funktion aulerdem 27-periodisch ist, ist sie
so eindeutig bestimmt: D

0.5+

-ix

!
m|;’-
A
!
@ ]
wala ]
>

b) Die Koeffizienten b, verschwinden da f gerade ist. AuBerdem verschwindet ag. @ Wie-
derum da f gerade ist, gilt fiir die a mit £ > 1

ay :i/f(ac)cos(kx)dx: i/f(ka:)cos(x)dx.
—m 0

10
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Weiter ist f identisch Eins auf [0, 5] und minus Eins auf [§, 7]. Daher

/2 T
2
ag :(/cos(kx)da:— /cos(kx)dw
™
0 /2

=2 ([sin(ka)l§* ~ fsin(ka)]7,)

4
=— sin(kw/2)

:% sin(km/2) @

fir & > 1. Weiter gilt

0, falls k& gerade
sin(kr/2) =<1, falls k =20+ 1mit £ =0,2,... @D
—1, falls k =24+ 1mit £ =1,3,...

Wir erhalten die relle Fourierentwicklung

SEIS

o _1\
Z (2(€ _131) cos ((20+ 1)z) = %cos(m) - i;iw cos(3x) + % cos(bx)... D
=0

f@) ~

¢) In z = 0 ist die Funktion stetig mit f(0) = 1. Man hat also nach dem Satz von Dirichlet (1)

A (1)
1_7r§(2€—1—1) @

Auflosen nach der gesuchten Reihe ergibt

~

=0

Aufgabe 6. Nicht auf den Kopf gefallen/3 + 8 + 4/ Punkte] Fine gezinkte Miinze zeigt
mit 80% Wahrscheinlichkeit Kopf. Die Miinze wird 400 mal geworfen.

a) Wie groff sind Erwartungswert E(X), Varianz V(X)) und Streuung o(X) der Anzahl X
der Wiirfe welche Kopf zeigen?

Wir approzimieren im Folgenden durch eine geeignete Normalverteilung. (Eine Tabelle fiir
die Standard-Normalverteilung finden Sie unten.)

b) Wie grof$ ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass mindestens 312 und hichstens 324 mal
Kopf fillt (runden Sie auf ganze Prozente) ?

c) Sie wetten darauf, dass die Miinze mindestens k mal Kopf zeigt und wollen ihre Wette
mit mindestens 99.8% Wahrscheinlichkeit gewinnen. Was ist der mazimale Wert fiir k,
den Sie wdhlen konnen?

11
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Losungsvorschlag

a) Sein:=400, p:=0.8 und ¢ :=1— p = 0.2. Man hat

b)

12

E(X)=np=320D
V(X)=npg=64D
o(X) =81

Wir approximieren durch eine geeignete Normalverteilung N3o9g. Um mit der Tabelle
der Standardnormalverteilung arbeiten zu kénnen miissen wir zentrieren und normieren:

312 -320

8
324 — 320

8

Sei ¢o,1 die Wahrscheinlichkeitsdichte der Standard-Normalverteilung. Nach Tabelle gilt
also

—1,

=05.D

-1 1
P(X <312) = / ¢o.1(z)dz = 0.5 — / o1 (x)dz = 0.5 — 0.34134 = 0.15866, (D)
—00 0

0.5
P(X >324) =05+ $o.1(z)dz = 0.69146. @)
0

Dabher ist die gesuchte Wahrscheinlichkeit 0.69146 — 0.15866 ~ 0.53%.

Laut Tabelle gilt

—2.88 2.88
/ =1- @O =1-0.998010 = 0.00199. @

—0o0 —0o0

Damit ist
Xop=—2.88-8+ 320 = 296.96 D

Um mit mindestens 99.8% richtig zu liegen, sollten Sie also auf maximal 296 mal Kopf
wetten. (D)



