Klausur, Version 1 Mathematik fiir Informatiker und Softwaretechniker Korrekturvorlage
25.08.2017

PD Dr. W.-P. Diill

Universitat Stu‘l‘tgar‘t Fachbereich Mathematik

Universitit Stuttgart

Klausur

fiir Studierende der Fachrichtungen

inf, swt

Bitte unbedingt beachten:

Bitte beschriften Sie jeden Threr Zettel mit Namen und Matrikelnummer.
Legen Sie Thren Studentenausweis gut sichtbar vor sich auf den Tisch.
Verwenden Sie keinen Bleistift oder Rotstift.

Taschenrechner, Mobiltelefone etc. sind nicht zugelassen.

Die Bearbeitungszeit betrigt 120 Minuten.

Zugelassene Hilfsmittel: 10 eigenhéindig beschriebene DIN-A4 Seiten.

Bei den Aufgaben 1, 5, 6, 7 und 9 sind die vollstdndigen Argumentationsschritte anzuge-
ben. Bei den Aufgaben 2, 3, 4 und 8 wird nur die Angabe von Endergebnissen verlangt,

Nebenrechnungen werden hier nicht gewertet und daher auch nicht eingesammelt.
In dieser Klausur kénnen bis zu 50 Punkte erreicht werden.

Nach der Klausur legen Sie bitte Ihre beschriebenen Bléitter in den gefalteten Umschlagbogen

hinein.

Wann die Priifungsergebnisse vorliegen, wird auf der Homepage der Vorlesung bekanntgegeben.

Wir wiinschen Thnen viel Erfolg!
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Korrekturvorlage

Aufgabe 1 (5 Punkte) Beweisen Sie durch vollstdndige Induktion:

- 1 n
Fiir jed N gilt = :
iir jedes n € N gi ;k(k+1) i
Verwenden Sie fiir Ihre Bearbeitungen Extrablitter.
Losung: Zu zeigen:
- 1 n
OF) PR
—~k(k+1) n+1
ist wahr fiir alle n € N.
e ‘Induktionsanfang’:
: 1 1.
Z = ist wahr.
kzlkrkr+1 I(1+1) 141
e ‘Induktionsschritt’: Fiir alle n € N gilt
n+1 n
1 1 1
A(n) ist Wahr = —_— = +
(n) ist Wah ;k(w ) k(1) (ntD(n+2)
A(m) N n 1
n+l (n+1)(n+2)
n(n + 2) 1 _onn+2)+1
T n+ D42 m+Dn+2) n+1D(n+2)
_on*4+2n+1 (41?2 n4+l1  n+l
ST (n+D(n+2) (n+D)(n+2) n+2 (m+1)+1

= A(n + 1) ist Wahr.
e ‘Induktionsschluss’ Nach dem Induktionsprinzip gilt dann:

A(n) ist wahr n € N.

Aufgabe 2 (6 Punkte) Bestimmen Sie alle komplexen Losungen der Gleichung

24— 16 =0.

Geben Sie die Losungen sowohl in der Form z = re?,r € (0,00), ¢

z=a-+bi,a,b € R an:

il 0 i

21 (& Z9 —

zZ3 24 =

S

[0,27) als auch in der Form

|3
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Aufgabe 3 (1+2 Punkte) Gegeben sei die reelle Matrix:

2
01, a € R.
-2

B, =

o o Q
o O O

a) Bestimmen Sie die Determinante der Matrix B, in Abhéngigkeit von «:

det(B,) = —2a(2 + a) or — 4o — 202

b) Fiir welche o € R besitzt das homogene lineare Gleichungssystem B,x = 0 nicht-triviale

Losungen x € R3?

o= 0,—-2

Aufgabe 4 (2+6 Punkte) Gegeben sei die reelle Matrix:

4 0
A=1-2 10
-2 0

a) Geben Sie das charakteristische Polynom x4(\) von A an:

Xa(A) =] (1=X)((4=X)(1=N)+2) or (1—=X)(A\>=5A\+6)

b) Geben Sie die Eigenwerte Aj, Ao, A3 der Matrix A und jeweils einen zugehorigen Eigenvektor

V1, U, V3 an:

AL = 1 Ay = 2 A3 = 3
0 1 1
(R Vg = 2 Vg = 1
0 2 1

Aufgabe 5 (1+2+2 Punkte) Berechnen Sie die folgenden Grenzwerte:

_ 3
a) lim L —n b) lim tan(2z)

n—o00 3713 —n x—0 x T—00

¢) lim zsin —

X



Klausur, Version 1 Mathematik fiir Informatiker und Softwaretechniker Korrekturvorlage
25.08.2017

Verwenden Sie fiir Ihre Bearbeitungen Extrablitter.

Lésung: Wir berechnen (unter Verwendung der Regel von de I’'Hospital bei Teilaufgabe b und c):

hm " wol_ ]

anglgo?)n?’—n nggo?)—# 3
tan(2x) <2 2(1+¢ 2

b) i an(2x) 5y (14 tan*(2x)) _

=0 I z—0 1

1 x:l 3 <0

¢) lim zsin— =" lim sin(y) = lim cos(y) =cos(0) =1

z—00 T y—0t Y y—ot 1

Aufgabe 6 (2+3 Punkte) Gegeben sei die Reihe
S
— vin—1
a) Entscheiden Sie, ob die Reihe konvergiert, und begriinden Sie Ihre Entscheidung.

Loésung: Es gilt

1 1
O<vVin—-1Z4n+1) -1 = 0< < ,
VAn+1) =17 Vin—1

fiir alle n € N. Damit ist die Folge <\(/;17)nl> alternierend und monoton fallend. Es gilt
n=1/ neN

aullerdem

1
lim ——=0.

nio V/An — 1

Also konvergiert die Reihe nach dem Leibniz-Kriterium.

b) Ist die Reihe absolut konvergent? Begriinden Sie IThre Entscheidung.
Verwenden Sie fiir Ihre Bearbeitungen Extrablatter.

Losung: Es gilt

1 1 1 11
0<\/4 _13\/4 — Z e Z_._7
" = VA Vin—1 " \dn 2y/n =2 n

fiir alle n € N. Die harmonische Reihe

divergiert. Also divergiert

1 n
nach dem Minoranten-Kriterium. Damit konvergiert die Reihe Z \;7) nicht absolut.
n —
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Aufgabe 7 (2+4 Punkte)

a) Bestimmen Sie eine Stammfunktion von f: R — R mit f(z) = zsin(x).

Losung: Durch Partielle Integration ergibt sich:
/xsin(x)dx = —xcos(z) + /Cos(m)dx = —x cos(z) + sin(z) + C,

mit C' € R.

b) Entscheiden Sie, ob das uneigentliche Integral

1 2
-1
/ (il S
0o T3J/x
konvergiert, und begriinden Sie Ihre Entscheidung.

Losung: Wir zeigen dass die Funktion f: R — R gegeben durch

(61;21)2 r#0

f(z) = :
1 =0

stetig ist. Die Funktion f ist stetig auf R ~\ {0}, weil f durch Multiplikation, Addition und
Division aus den stetigen Elementédrfunktionen = — e*,x — x und z — 1 entsteht und fiir
den Nenner z? gilt 22 # 0 fiir alle x € R \ {0}. Zunichsts zeigen wir dass f auch stetig ist in
0, d.h. lim, o f(z) = f(0). Es gilt e* — 1 = 2 + O(2*) nach Taylor’s Satz. Also wir berechnen

z—0 x—0 ;CQ x—0 x

lim f(z) = lim 17 <hm ¢ - 1)2 = 1= £(0).

Wir konkludieren dass f stetig ist auf R. Damit ist f begrenzt auf [0, 1] durch eine Konstante

C > 0 nach dem Satz vom Maximum und Minimum. Wir begrenzen

(e* —1)> _ C

7 z € (0,1].

Das Integral
konvergiert und damit konvergiert

nach dem Majoranten-Kriterium.

Verwenden Sie fiir Ihre Bearbeitungen Extrablitter.
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Aufgabe 8 (1+1+2+2 Punkte) Gegeben sei die Funktion f: R?* — R mit

f(x,y) =2y —x+y°

a) Bestimmen Sie den Gradienten von f.

Vf(zy) = (y— 1,24 3y°)

b) Bestimmen Sie den (einzigen) stationéren Punkt von f.

Py (z,0) = (=3,1)

c) Bestimmen Sie die Hesse-Matrix von f.

Hy(a,y) = ( f 61y )

d) Bestimmen Sie fiir den stationéiren Punkt von f, ob f dort ein lokales Maximum, ein lokales

Minimum oder einen Sattelpunkt besitzt. Geben Sie eine mathematische Begriindung fiir Thre

Entscheidung.

Die Funktion f besitzt ein(en) Sattelpunkt in P.

0 1

1 6
0. Nach dem Hurwitz-Kriterium besitzt f einen

Sattelpunkt in P, = (—3,1).

Wir berechnen det(Hs(—3,1)) = =-1<

Mathematische Begriindung:

Aufgabe 9 (24242 Punkte) Entscheiden Sie, ob die folgenden Aussagen wahr oder falsch sind, und
geben Sie eine kurze Begriindung. Ohne Begriindung gibt es fiir die Angabe “Wahr” oder “Falsch”

keine Punkte. Bei falschen Antworten gibt es keine Minuspunkte.
a) Jedes reelle, quadratische Polynom lisst sich in reelle Linearfaktoren zerlegen.

b) Sei f: R — R eine stetige Funktion. Gilt f(z) 2 0 fiir alle € R, dann ist jede Stammfunktion

von f monoton wachsend.

c) Gegeben seien n € N, eine quadratische, reelle Matrix A € R™™ und die zugehérige transpo-

nierte Matrix A”. Dann ist die Matrix A7 + A symmetrisch und diagonalisierbar.
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Verwenden Sie fiir Ihre Bearbeitungen Extrablitter.

Losung:

a) Falsch. Das quadratische Polynom p(z) = 2 + 1 hat keine reellen Nullstellen, weil es keine

x € R gibt mit —1 = 22 2 0. Damit lisst p sich nicht in Linearfaktoren zerlegen.

b) Wahr. Sei F: R — R eine Stammfunktion von f. Es gilt F'(z) = f(z) 2 0 fiir alle z € R

nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung. Also ist F' monoton wachsend.

c) Wahr. Es gilt (AT + A)T = ATT + AT = AT + A. Damit ist AT + A symmetrisch und

symmetrische Matrizen sind diagonalisierbar.



