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Aufgabe 1 (Mehrdimensionale Integration) 2 +4 -+ 4 = 10 Punkte

(a) Berechnen Sie den Wert des folgenden Doppelintegrals

w/2  psin(y)
/ / W) dz dy.
0 0

(b) Gegeben sei die Fliche
F:={(z,y,2)" € R*|z=2zy+1und 2* +y*> < 1}.
Bestimmen Sie den Flidcheninhalt O(F') der Fliache F'.
(c) Fiir R,1 > 0 sei Z C R? der Zylinder gegeben durch
Z = {(w,y,z)T€R3|(x—1)2+(y—|—1)2 < R*>und — : <z< l}.
Berechnen Sie das Trégheitsmoment O, beziiglich der Drehachse
g:={(1,-1,2)" e R’z e R},

wobei die Dichte p : Z — R konstant 1 ist. d.h. p(z,y,2) = 1 fiir alle (z,y,2)T € Z.
Losung:

(a) Wir integrieren zunéchst nach x:

/2 sin(y) /2
/ / W dz dy = / sin(y)e=® dy.
0 0 0

Wir substituieren nun mit u = cos(y), wodurch wir als neue Grenzen 1 bzw. 0 und als Funk-

tionaldeterminante — sin(y) erhalten. Es ergibt sich somit

/2 0
/ sin(y)e*) dy = / —e'du=—e")=e—1.
0 1

(b) F lésst sich schreiben als Graph der Funktion ¢ : D := {(z,y)" € R*2? +3* <1} — R,
o(z,y) =1+ 2xy. Nach Satz 1.32 gilt somit fiir den Flécheninhalt

owr) - [ \/ 1 (%) + (Ee) aw)

Fiir die partiellen Ableitungen ergibt sich

i _ dip B
%(x,y) _Qy und 8y($7y) _21:)

wodurch wir

O(F) = /D VITAE T ) d(,y)
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erhalten. Durch einen Wechsel in Polarkoordinaten ergibt sich

/\/1+4a:2+y)d(a:y // T\/1—|—4r2dg0dr—27r/ rv 1+ 4r2dr.

Durch die Substitution s = 1+ 472 (d.h. “ds = 8r dr”) erhalten wir letztlich

1 5
2

F):27r/ 7’\/1+4r2d7’=z/ Vsds =22 g3 :E(S\/g—l).

; 1/, 13 6

5
1

Alternativ kann auch eine Parametrisierung der Flidche bestimmt werden: Es ist p : [0, 1] X

0, 27] — R3 mit

1 cos(Q) rcos(¢)
p(r,¢) = rsin(¢) = rsin(¢)
2r2 cos(¢) sin(¢) + 1 r? sin(2¢) + 1

Fiir die partiellen Ableitungen ergibt sich

) cos(¢) —7rsin(¢)
op L _ dp 9P (1. ) “
r, Q) = sin(¢ : r,¢) = | rcos(¢
o sin(¢) 96 1’ cos(¢)
2r sin(2¢) 2r% cos(2¢)

der Normalenvektor ergibt sich nun mittels des Kreuzpordukts

2r2(cos(2¢) sin(¢) — sin(2¢) cos(¢))
Op 01) o , o
‘ (r,0) = | —2r2(sin(2¢) sin(¢) + cos(2¢) sin(2¢))

or 0()
dp _op\ , |
' <()r X 00) (7 R (,))

Die Oberflache berechnet sich nun mittels

O(F) = / H ((;]) X (j])> (r,0)|| d(r,¢) = / rv'1+4r2d(r, ¢).
, or  0¢

[0,1] x[0,27] [0,1] x[0,27]

r

und somit

=7rv1+4r2.

Der Rest verlauft wie oben.

(c) Geméfh Definition 1.22 ist das Trégheitsmoment gegeben durch

@g - /Zp(xaya Z)Tg<l',y,2)2 d(:c,y,z),

wobei 74(z,y,2) den Abstand des Punktes (z,y, 2)” zur Drehachse g bezeichnet. In unserem
Fall gilt:

re(r,y,2)" = (= 1"+ (y+1)"
Somit

O, = /Zp(x, y, 2)rg(e,y,2)* d(x,y, 2) = /Z(CE — 1)+ (y +1)%d(z,y, 2).
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Wir fiihren nun eine Koordinatentransformation mit verschobenen Zylinderkoordinaten durch.
Sei dazu ¢ : D := [0, R] x [0,27] x [=1/2,1/2] — Z mit

rcos(p) + 1
o(r,p,2) == | rsin(p) — 1
z
Damit
cos(p) —rsin(p) 0
Jo(r,p,2) = | sin(p) rcos(p) 0],
0 1
also

| det(Jo(r, ¢,2))| = 7.
Mit dem Transformationssatz (Satz 1.24) ergibt sich
0, = [ (6= 1+ (y+ VPd(r.y.2)
z

_ /D(rcos(go) 112 4 (rsin(e) — 1+ 1)2rd(r, o, 2)

:/ﬁww@
D

R 2n /2

:///r3dzdgodr

0 0 —1/2

1
= 57TlR4.

Aufgabe 2 (Integralsitze) 1 + 4 = 5 Punkte

Sei £ C R? gegeben durch

B { o €| 3t 4 5

1:rQJrl,y?Jrzz < 1}
und f : R3 — R? durch
z (522 + y?)
f@,y,2) = | 2Py — 34
z (22 + ixQ)
(a) Berechnen Sie div(f).

(b) Es bezeichne n den duferen Normaleneinheitsvektor von OF. Berechnen Sie das Integral

ng (f,n) do.
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Losung:
(a) Es gilt
Ly 9
axf(x,y,Z) - Zx +y )
1 2
ayf(l‘, Yy, z) = 1132 — §y2,
1
OZf($a Y, Z) = 193'2 + 322
und somit
div(f)(w,9,2) = Sat + 2P 4322 =3 Sa2 4 T2 4 22).
) Y 4 3 4 9
(b) Die Voraussetzungen des Satzes von Gaufs (Satz 1.44) sind erfiillt und es gilt demnach

ng (f,n) do:/EdiV(f)(%y, 2)d(z,y, 2).

Wir fiihren nun eine Koordinaten Transformation durch.
Sei dazu B := {(z,7,2)T € R¥z* +§* + 2> < 1}
und ¢ : B — E, (z,,2)" — (27, 3y, 2)T. Nach dem Transformations (Satz 1.24) folgt nun

/EdiV(f)(fﬂ,y,Z)d(w,y,Z):/BdiV(f)(¢(5%17,5))!det(%(iﬂﬁ))!d(fjﬂai)-

Mit
av(D(6@g.2) =3 (JE07 + G+ 2 ) =3(@ 4+ )
und
3 00
det(Jo(z,y,2)) =det [0 2 0| =6
0 01

erhalten wir
/ div(f)(x,y,2) d(z,y,2) = / 18 (7% + 7% + 22) d(7, 7, 2).
E B

Letztlich fithren wir nun noch eine Transformation in Kugelkoordinaten durch:
1 s 2
/ 18 (224 §° + 2°) d(z,7,2) = 18/ / / r? - r?sin(f) dp dd dr
B o Jo Jo

= 36 ( /O 1 r dr) \( /0 ’ sin(6) d&)}

~~ ~~

=2
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Aufgabe 3 (Differentialgleichungen) 1+14+1+2+ 34+ 2=10 Punkte

Gegeben ist das Differentialgleichungssystem
yr=ay — Yo + 2", yh =y + ays + 2", (1)

wobei a € R.
(a) Schreiben Sie das System (1) in der Form ¢y’ = Ay + b(t), mit A € R**? und b(t), y(t) € R2.
(b) Ist das System (1) autonom?
(c) Fiir welche Werte von a € R ist das homogene System y’ = Ay asymptotisch stabil?
(d) Geben Sie ein Fundamentalsystem reeller Losungen des homogenen Systems 3’ = Ay an.
(e) Bestimmen Sie die Losung des Anfangswertproblems (1) mit Anfangsbedingung y(0) = (1,0).

(f) Gegeben sei das skalare Anfangswertproblem y”(t) + 4y(t) = sin(2t), y(0) = 0, ¥'(0) = 1. Sei
Y = L(y). Geben Sie die Laplace-Transformation dieser Gleichung an und lésen Sie nach Y

auf.
Losung:

(a) Das System (1) kann mit y := (y;,v2)" geschrieben werden als

—1 2 —1 2
y = “ y + e =Ay+b(t) mit A:= ¢ und  b(t) := e .
1 a 2 1 a 2

(b) Weil (1) von der Form ¢ = f(t,y) ist und ¢t — f(t,y) := Ay + b(¢) nichtkonstant ist fiir ein
(alle) y € R?, ist (1) nichtautonom.

(c¢) Aufgrund von Satz 3.32 (Charakterisierung der asymptotischen Stabilitdt linearer autonomer
Systeme) ist das homogene System 3’ = Ay asymptotisch stabil genau dann, wenn alle Eigen-

werte von A negativen Realteil haben. Weil nun die Eigenwerte von A gegeben sind durch
a+1 und a—1

ist das homogene System asymptotisch stabil genau dann, wenn Re(a) < 0.

10 0 —1
A=al+J mit I := und J:=
01 1 0

und J offensichtlich mit I (Einheitsmatrix!) vertauscht, gilt nach Satz 3.27 (Eigenschaften des

(d) Weil

Matrixexponentials)

eAt — ealteJt — eateJt.
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(e)

(f)

Weiter gilt nach Aufgabe 9.2

It (cos(t) —sin(t))
sin(t)  cos(t)

(Drehung um 0 € R? um den Winkel ¢). Alternativ kann man mit Aufgabe 9.2 das Matrix-

exponential e?* auch direkt ausrechnen — in dieser Aufgabe wurde nimlich e4? berechnet mit

- a —b ) ) )

A= . Aufgrund von Satz 3.29 (Zusammenhang zwischen Matrixexponential und
b a

Fundamentalsystemen) bilden die Spalten von

At [cOsS(t) —sin(t) e cos(t) —e*sin(t)
et=e =
sin(t)  cos(t) e sin(t) e cos(t)
ein Fundamentalsystem des homogenen Systems ¢y’ = Ay. Alternativ kann man auch Satz 3.20

r .. . DIV . . . . . . .
anwenden. Zunéchst ist A € R*** mit Eigenwerten a +i ¢ R. Weiter ist ein Eigenvektor v von

A =al 4+ J zu a + 1 gegeben durch

1 1 ) 0 )
v = ( > =a+if mit o= <> €eR* und fG:= ( l) € R*
— 0 — |

/

Aufgrund von Satz 3.20 ist ein Fundamentalsystem des homogenen Systems y' = Ay daher

gegeben durch

{e™(avcos(t) — Bsin(t)), e™ (asin(t) + Bcos(t))}
{ o <(-<)s(/)> » ( sin(t) > }
=<e e
sin(t) — cos(t)

Aufgrund von Korollar 3.33 ist die Losung y des zu (1) gehorigen Anfangswertproblems mit
Anfangsbedingung y(0) = yo mit yo := (1,0)" gegeben durch

t
y(t) = ey, —|—/ eA=9p(s) ds
0

_ at [ €O t) w [*[cos(t—s) —sin(t—s) 2
—° sin t)) e /0 (sin(t —s) cos(t—s) ) (2) ds

_ gt [ €08 t)) L gent (— sin(t — s) — cos(t — s)) !

cos(t — s) —sin(t — s)

s=0

_ Lt 3cos(t) + 2sin(t) — 2
3sin(t) — 2 cos(t) + 2

Sei y die (eindeutig existierende!) Losung des Anfangswertproblems y”(t) + 4y(t) = sin(2t),
y(0) = 0, ' (0) = 1. Dann ist y von exponentieller Ordnung nach Satz 6.9 (Losung skalarer
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linearer Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten und mit quasipolynomieller Inho-
mogenitét). Aufgrund von Satz 2.52 und 2.53 (Rechenregeln fiir Laplace-Transformation) und
von Beispiel 2.54 (L(sin)(s) = 1/(1 + s?)) gilt also:

L(y" +4y)(s) = sL{Y)(s) — ¥/ (0) + 4L (y)(s) = s(sL(y)(s) — y(0)) = y'(0) +4L(y)(s)

= s?Y(s) — 1 +4Y(s)

und

11 2
214 (s/2)2 4+ s2

L(sin(2-))(s) = %E(sin)(5/2) -

fiir Re(s) grofs genug. Also

2
2 _
sY(s) —144Y(s) = e
und damit
6 + 52
Vis) = — 2
() (4+ s?)?
fiir Re(s) grofs genug.
Aufgabe 4 (Fourier-Reihe) 4 + 4 + 2 = 10 Punkte

Gegeben ist die Funktion f : R — R als die 27-periodische Fortsetzung der Funktion g : [—7, 7] — R,

0 fallste|[—m, —
g(t) =

3]
)

t fallste (—3,5

(a) An welchen Stellen ¢ € [—m, 7] konvergiert die Fourierreihe von f? Gegen welchen Wert kon-

vergiert die Fourierreihe an diesen Stellen jeweils?

(b) Berechnen Sie die reellen Fourierkoeffizienten aj und by, von f.
Hinweis: Vereinfachen Sie soweit wie moglich, insbesondere bis keine trigonometrischen Funk-

tionen mehr auftreten.

o0
(c) Berechnen Sie Y |cx|?, wenn ¢ die komplexen Fourierkoeffizienten von f bezeichnen.
k=—o00

Losung:
(a) Nach Satz 2.24 i) konvergiert die Fourierreihe punktweise gegen f:R— R mit

ft) =

% (fa+ 1)) = % (}li{%f(t-F h) + }Zi{‘%f(t — h)) .

Somit konvergiert die Fourierreihe punktweise gegen f in allen Punkten ¢ € [—7, 7] mit f(t) =

f(t). Dies ist insbesondere fiir alle t € [—m, m] erfillt, in denen f stetig ist , d.h. fiir t €
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[—7,—35)U(5,—5)U (5, 7). An den Stellen £7 ist f nicht stetig , weswegen wir diese gesondert

betrachten miissen. Es gilt
T+ ™ ™= ™
— = — = 0, (— ) = -,
/ ( 2 ) / < 2 ) / 2 2
T

™= ™ T+
(-5 )=1(=5)-0 1(-5)--%
Somit konvergiert die Fourierreihe nicht punktweise gegen f in 47 sondern gegen +7.

(b) g ist eine ungerade Funktion und somit auch f. Nach Blatt 6 Aufgabe 4 gilt demnach a, = 0
fir £ > 0. Wir berechnen somit b fir k > 1:

b = % / £(¢) sin(kt) dt

—7/2 /2

1
= — / f(t) sin(kt) dt + / f(t) sin(kt) dt + f(t) sin(k
s ~~
—m =0 —7/2 :t w/2 =0
w/2

1
== / tsin(kt) dt

™
—m/2

1 [sin(kt) — kt cos(kt) ™/

™ < k? )
2sin(5k) — 7k cos(Gk)

B wk?

_%, falls 4 Teiler von k

2

—7/2

(

2
———, falls 4 Teiler von k + 1
k2

%, falls 4 Teiler von k + 2

falls 4 Teiler von k£ + 3

2
(k2
(c) Wir zeigen, dass f quadratintegrierbar ist:

e —7!'/2 71'/2 T
[iswra={ [oear [ opas [gop
~—— S—— ——
—m —m =0 —m/2  =|t|? m/2 =0
w/2 w/2
= / t|? dt = 2/t2dt
—7/2 0
_ gtg w/2 7T_3
3 1, 12
Damit gilt die Parseval’sche Gleichung (Satz 2.28) und wir erhalten

3 Jaf - gﬂfﬁﬁ =
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Aufgabe 5 (Partielle Differentialgleichung) 1 + 4 = 5 Punkte
Wir betrachten die partielle Differentialgleichung
Up = Ugy — U (te R,z €0,n]). (2)

(a) Ist diese partielle Differentialgleichung elliptisch, parabolisch, hyperbolisch oder von gemisch-
tem Typ?

(b) Setzen Sie den Ansatz
u(z,t) = v(z)w(t) mit 0#wv e C*([0,7],R) und 0% w e CYR,R) (3)

in (2) ein und bestimmen Sie damit gew6hnliche Differentialgleichungen fiir v und w und deren

allgemeine reelle Losungen.
Losung:

(a) Weil die lineare partielle Differentialgleichung zweiter Ordnung (2) geschrieben werden kann

als

T . 1 O
0= tUpy — up — U = (Ugy uy) Az, 1) “ — U — U mit Az, t) ==
Ut 0 0

und weil det A(z,t) = 0 und A(z,t)" = A(x,t) # 0 fiir alle (z,t), ist (2) parabolisch.

(b) Setzt man den Ansatz (3) in (2) ein, so erhdlt man
v(z)w' (1) = wy(2, ) = uge (2, 1) — u(z,t) = (V'(z) — v(z))w(t)

fir alle (z,t) € [0,7] x R. Wegen v,w # 0 ergeben sich damit die folgenden Differentialglei-

chungen fiir v und w:

() = 0 ) —cult) (e )
und
v (x) — (1 + wl(tO))v(w) =v"(z) —kv(z) =0  (z €[0,7)) (5)
w(to) S
wobei g € [0, 7] und ty € R irgendwelche Stellen mit v(xy) # 0 und w(ty) # 0 sind und
_ V(@) —vlzo) W)
— (o) d k 1+w<t0) 1+

Die allgemeine reelle Losung von (4) ist gegeben durch
w(t) = e (t € R)

mit a € R. Die allgemeine reelle Losung von (5) ist,



Prof. Haasdonk Hohere Mathematik 111 Musterlésung 01.03.2017

e falls k > 0, gegeben durch
v(z) = aeY* 4 gV (e [0, 7])
e falls k = 0, gegeben durch
v(z) =a+ Pz (x € [0,7])
e falls k < 0, gegeben durch
v(x) = acos(y/|k|x) + Bsin(/|k|x) (x €[0,7])

mit o, § € R.

Aufgabe 6 (Holomorphe Funktionen) 2 4+ 1 + 2 = 5 Punkte

a) Bestimmen Sie alle z € C, in welchen f : C — C, f(2) := z |z|* komplex differenzierbar ist.
B Sie all C Ichen f:C —C, f 2 k lex diffi b

(b) Sei g : C — C eine holomorphe Funktion, sodass g(z) = —1 fiir alle z € C mit |z| = 3.
Bestimmen Sie g(2).

(c) Sei h : C — C komplex differenzierbar, sodass h(z) — 0 fiir |z| — oco. Zeigen Sie, dass dann
bereits h(z) = 0 fiir alle z € C.

Losung:

(a) Es gilt

flx+iy) = (z —iy) (@ +y?) = 2* + 2y® +i (—y° — y2?).
(z.y) (z.y)
=:u(x,y =ww(z,y

Wir priifen die Cauchy-Riemann Differentialgleichungen:

2 !

307 +y° = ug(x,y) = vy(x,y) = =3y° — 2?

!
2y = uy(r,y) = —v2(7,y) = 22y
Wir sehen, dass die zweite Cauchy-Riemann Differentialgleichung stets erfiillt ist. Die erste ist

jedoch dquivalent zu 22 = —y? und ist folglich nur fiir z = y = 0 erfiillt. Somit ist die Funktion

f nur im Punkt z = 0 komplex differenzierbar.
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(b) Nach der Cauchy’schen Integralformel (Satz 5.21) gilt

1 1 —1
o2 = [ s g, L[ T,
211 9Bs(0) w— 2 211 9Bs(0) w— 2
1

:—L —— dw = —Res (; 2)

210 Jop,0) W — w— 2

=1

(c¢) Nach Annahme existiert ein R > 0, sodass |h(z)| < 1 fir alle z € C mit |z| > R. Weiterhin
existiert ein C' > 0 mit |h(z)|] < C fiir alle z € Bg(0), da Br(0) kompakt und % stetig ist.

Insgesamt erhalten wir demnach
|h(z)] < min(1,C) fiir alle z € C.

Nach dem Satz von Liouville (Satz 5.31) ist h somit konstant. Da aber h(z) gegen 0 konvergiert

fiir |z| — oo muss bereits h(z) = 0 fiir alle z € C gelten.

Aufgabe 7 (Residuen) 5+ 1+ 4 = 10 Punkte

(a) Sei f(z) := m Bestimmen Sie die Residuen Res(f, z;) fiir alle Polstellen z; von f, und

berechnen Sie

1
f(z)dz sowie / ——dz.
/332(1) ( oBy(1) (2 +2)?

(b) Sei f wie in Aufgabenteil (a). Bestimmen Sie den Konvergenzradius der Taylorreihe von f mit

Entwicklungspunkt 1.

(c) Berechnen Sie den Wert des uneigentlichen Integrals

" cos(z)
dz.
/001—1—4x2 v

Losung:

(a) Wegen f(z) = W sind die Polstellen von f gegeben durch

21 = i, 29 = —i, 23 = —2.
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(b)

Weil +: einfache Nullstellen des Nennerpolynoms sind, folgt

| 1 1 —4 -3
Reslhi) = v e, "5 a) - 50
und
| 1 1 —4+ 31
Res(f, =) = (z=i)(z+27 .o —2iB-4) 50

Weil ferner —2 eine zweifache Nullstelle des Nennerpolynoms ist, folgt mit g(2) := (2+2)%f(z) =
2211

2-(-2) 4

R _2 — ! _2 =  —-— = —

(=2 = (=) = g 35

denn ¢'(z) = Z_Q_Q:l. Weiterhin folgt mit Satz 5.37 (Residuensatz), dass
8 8

/832(1) f(z)dz = 2mi(Res(f, i) + Res(f, —i)) = 2m';—0 = —2—5m',

denn 0Bs(1) umlauft die Polstellen 4 jeweils einmal im Gegenuhrzeigersinn und die Polstelle

—2 keinmal. SchlieRlich folgt mit Satz 5.15 (Cauchy’scher Integralsatz), dass

/ L 4:-0
——dz = ,

oBy(1) (2 +2)?

1

denn z — 55 ist holomorph auf der einfach zusammenhéngenden Umgebung Bs(1)von By(1).
Aufgrund von Satz 5.25 (Potenzreihendarstellung holomorpher Funktionen) ist der Konver-
genzradius r der Taylorreihe von f um 1 gegeben durch den Abstand des Entwicklungspunkts

1 von der Polstellenmenge {i, —i,—2} von f. Also kurz:

r = dist(1, {i,—i,—2}) = |1 —i| = V2.

> cos(z) ., el
/_oo T 422 d:E—Re(/_oo i dx).

Sei nun f(z) := 1/(1 + 42?%). Wegen f(z) — 0 fiir |2|] — oo gilt nach einem Satz aus der
Vorlesung (Satz 5.43):

Zunachst gilt

/_mlj4$2dx:2m’ Z Res(fe'", 2).

Im(z)>0

Wegen f(Z) = m gllt weilter:
27i Z Res(fe',z) = 2mi Res(fe'",i/2)
Im(z)>0

e
— i
Az 1 i/2)

e V2 p
= 271 = —e¢

1/2
44 2 '

z2=1i/2

Also insgesamt

/00 cos(x) dz = Re(ze’l/z) = e
. 2 '

14 422 2

o0
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Aufgabe 8 (Differentialgleichung héherer Ordnung) 2 + 3 = 5 Punkte

Gegeben sei die Differentialgleichung
y () — 3y (t) + 2/ (t) = e + 7.
(a) Bestimmen Sie die allgemeine Losung der zugehorigen homogenen Differentialgleichung.
(b) Bestimmen Sie die allgemeine Losung der inhomogenen Differentialgleichung.
Losung:
(a) Das Charakteristische Polynom P der Differentialgleichung ist gegeben durch
PA) =X =3 2 4+22 =)\ —-1)(\ —2).

Nach Satz 6.4 ist somit {1 = e, €', e*} ein Fundamentalsystem. Die allgemeine Losung der

zugehorigen homogenen Differentialgleichung ist somit gegeben durch
yn(t) = c1 + cae’ + c3e®,  c1,cp,03 €R.

(b) Wir berechnen eine partikulére Losung y, mittels Ansatz der rechten Seite. Wir betrachten
dabei den Resonanzfall fiir e* und den nicht Resonanzfall fiir e~ gesondert. Sei dazu y(t) =

cte® und y,(t) = de™*. Es folgt

yi (t) = 2cte® + ce*, Ys(t) = —ua(t),
Y (t) = 4cte® + 4ee*, Yy (t) = ya(t)
YD (t) = 8cte® + 12ce™, y) (1) = — (1)

Durch Einsetzen in die Differentialgleichung erhalten wir

!

y (1) = 3yl (t) + 20/, () = 2ce® = €2,
yD(£) — 34/1(t) + 204 (t) = —6det = e,

Es ergibt sich ¢ = % und d = —é und somit

1 1
up(t) = w1 (1) + va(t) = te™ — e

Die allgemeine Losung ist nun gegeben durch

1 1
y(t) = yn(t) + yp(t) = §t€2t - 667{/ +c1 + o€’ + 03€2t, c1,¢2,c3 € R.
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a) Wir bestimmen nun die allgemeine Losung Y, = (yn,y,,y,)? des Systems. Dann ist y;, die
h Y

allgemeine Losung der urspriinglichen homogenen Differentialgleichung. Wir berechnen dazu

das Charakteristische Polynom x(t) = det(A — tE) = —t(t — 1)(t — 2). Wir erhalten damit

die folgenden Eigenwerte und Eigenvektoren:
A =0,v= (10,07, X=1uvy,= (11,17, I=2v3=(1,24)7".
Die Losung Y}, ist nun gegeben durch
Yiu(t) = 11t 4 cov9e?t 4 c3v5e™t, ¢, 9,03 €R

und somit

Yn(t) = c1 4+ coe’ + c3e®, e, 09,¢3 € R.

uch hier berechnen wir eine partikulare Losung Y, = (y,,y.,y es Systems und erhalten
b) Auch hier berech ir ei ikulére Lo Y, p]’);,’Td S d erhal
mit y, eine partikuldre Losung der urspriinglichen DGL. Mit den Ergebnissen aus a) wissen

wir, dass eine Fundamentalmatrix gegeben ist durch

1 Ct 62t
O(t) = (vle’\lt Vo2t ’U3€>\3t> =10 e 2e*
0 e 4e*

Nach Satz 3.15 ist die partikuldre Losung gegeben durch

mit

Wir erhalten damit
1 2s 1 _—s
t [5e7+ 3e

Y,(t) = @(t)/ —e* —e % | ds

1 1_-3s
0 = £
5 T 3€
t 2t 1.2t  _—t, 3
1 e e 1€ e+
=0 e 2e* —e’t+%e’2t+%
t 2t 1, 1.3t , 1
0 e" 4de st — e+ 5

Wir berechnen nun nur die erste Komponente, da diese gerade y, entspricht. Es folgt

3 1 1 1 1, 1 1, 1
yp(t)zi—i-iem—ﬁe t—1+§e t+§et+§t62t—ée t+662t
1 1 1 1 5
et Lt STt 2
2 ¢ T 1Tt T

Da die letzten drei Summanden eine Losung der homogenen DGL ergeben ergibt sich letztlich

1 1
y(t) - yh(t) + /yp<f) = §t€2t - éeit +c1 + Czet + 03€2t, C1,C2,C3 € R.



