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HM I/II (2016/17) — Musterlosungen

Loésung 1.

(a) Da n! fiir n > 2 gerade ist, gilt

M8
< |L
s
I
NE
S|
I
8

n=3 n=3
(b) Die Reihe konvergiert nach dem Quotientenkriterium, denn
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(c) Die Summanden lassen sich berechnen zu
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Folglich gilt
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unter Verwendung der Summationsformel fiir die geometrische Reihe.

1
——-<1 (n—o0).

(d) Die Konvergenz der Reihe ist nach Definition dquivalent zur Konvergenz der Folge der Parti-
alsummen S, = >}y a,. Weil R vollstéindig ist, ist dies dquivalent dazu, dass (S, )n>9 eine

Cauchyfolge bildet. Damit folgt insbesondere

anp =S, —Sp—1 =0 (n— ).

Korrekturanmerkung:

e Bei Aufgabenteil (a) gibt es einen Punkt, wenn man erkennt, dass es sich bei der
Reihe um die harmonische Reihe handelt, einen weiteren, wenn man sich daran

erinnert, dass diese divergiert.

e In Teil (b) gibt es einen Punkt fiir das richtige Berechnen des Quotienten und
einen weiteren fiir die richtige Schlussfolgerung mittels des Quotientenkriteriums.

Selbstverstindlich kann man hier auch anders argumentieren
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Loésung 2.
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(b)

3 —3n
n—00 n

sin? (z)

250 sin (z2)

(d)
lim {/2017" 4 2016™ = 2017

n—oo

Losung 3.

(a)

/Sin(l‘) cos(z)dz =| —1 cos?(z) oder 1 sin? (z)
(b)

/xQ_lde: Ll jz — 2|~ In|z + 1))
(c)

/e\/mda:: 2eVatl (\/m—l)
(d)

/dx = 2 arctan (/)
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Korrekturanmerkung:

Ist die grobe Struktur der Funktion zu erkennen, dann werden die Punkte wie folgt
vergeben:

e Bei falschen oder fehlenden Vorfaktoren gibt es einen halben Punkt Abzug.

e Bei fehlenden Betragsstrichen gibt es einen halben Punkt Abzug.

e Bei Vorzeicheichenfehlern gibt es einen halben Punkt Abzug.

Losung 4.

()

(b)

(c)

Kor

Fiir

f(z) = & mit 29 = 1:

z3

Ti(z,1)=| 1 |+| 3 |[(@=1)+| 6 [(x—1)2*+]-10 [(x—1)

f(z) = 2% — 22 + 42 mit 79 = 2:

f(z) =v1+ 2z mit g = 0:

T3(z,0)=| 1 |+ R N I

D=

rekturanmerkung:

jedes richtig ausgefiillte Kistchen gibt es 0.5 Punkte, fiir falsch oder nicht aus-

gefiillte Kiastchen 0 Punkte.

Losung 5.

(a)

(b)

Die Aussage ist falsch.
Als einfaches Gegenbeispiel kann man die Funktion mit f(x) = 0 wéhlen. Diese ist offensichtlich
stetig differenzierbar auf [—1,1] und erfiillt

f(=1)=0

Es ist aber f/(t) = 0 fiir alle t € (—1,1).
Etwas komplizierter kann man die Funktion mit f(z) = = wéhlen. Diese ist ebenfalls offensicht-
lich stetig differenzierbar auf [—1,1] und erfiillt

f(=1) = —1=—f(1).
Es ist aber f/(t) =1 > 0 fiir alle t € (—1,1).

—f(1).

Die Aussage ist falsch.
Als einfaches Gegenbeispiel kann man die Funktion f : [-1,1] — R, x — x wéhlen. Diese besitzt
in —1 ein Minimum, da f auf [—1,1] monoton steigt. Fiir die Ableitung gilt aber f'(z) = 1,
d.h. auch f/(-1)=1>0.
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(c)

(d)

Die Aussage ist falsch.
FEin einfaches Gegenbeispiel ist durch die Matrix

10
4= )
gegeben. Diese ist diagonalisierbar (da sie bereits Diagonalgestalt hat), jedoch nicht invertier-
bar, da det A = 0.

Die Aussage ist falsch.
Ein einfaches Gegenbeispiel ist durch die Matrix

=0 5)

gegeben. Es ist det A = —1 < 0, die Eigenwerte sind aber gerade +1, insbesondere ist einer der
beiden Eigenwerte positiv.

Angenommen die Matrix besitzt zwei Figenwerte \; und Az, so ist det A = A - Ao Ist also
det A < 0, so miissen A; und Ao verschiedene Vorzeichen haben.

Lo6sung 6.

(a)

(b)

(c)

Es gilt
-2 1 0
xaA) =det| 0 =X 1 | =X(6-X\)+6—11\
6 —11 6—2X\

= A +6X2 — 1A+ 6=—(A—1)(A—2)(\A—3).

Die Gleichung
xXa(A) =0

liefert die Losungen (Eigenwerte)

)\1 = 1, )\2 =2 und )\3 =3.

Der Eigenraum Eig(A, \1) zum Eigenwert A; = 1 ist gegeben durch den Kern der Matrix

-1 1 0
A-ME=[0 -1 1
6 —-11 5
Es gilt
-1 1 0|0 -1 1 0]0 -1 1 0]0
0 -1 1[0 |~ 0 -1 1[0 |~ 0 -1 10
6 —11 5|0 0 -5 5|0 0 0 00

Durch Riickwirtseinsetzen ergibt sich

Tr3 = X9 = T1.
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Damit ist der Vektor

ein Eigenvektor zum Eigenwert A;.
Die zu dem Eigenwert Ao = 2 dazugehorige Koeffizientenmatrix lautet

-2 1 0]0 -2 1 010 -2 1 010
_ ~ _ ~ _
s 1 ajo) \o Zsalo) Vo o oo
Durch Riickwértseinsetzen ergibt sich
T3 = 2x9 und To = 2x7.

Damit ist der Vektor

ein Eigenvektor zum Eigenwert As.
Die zu dem Eigenwert A3 = 3 dazugehorige Koeflizientenmatrix lautet

-3 1 010 -3 1 0|0 -3 1 0|0
— s — s —
s 2 3j0) Vo Ssajo) Lo o oo
Durch Riickwirtseinsetzen ergibt sich
T3 = 3T9 und To = 3x1.

Damit ist der Vektor

ein Eigenvektor zum Eigenwert As.
Da Eigenvektoren einer Matrix zu paarweise verschiedenen Eigenwerten stets linear unabhéngig
sind, bildet

B := {’Ul, V2, ’Ug}

eine Basis des R3.

Korrekturanmerkung:

e Bei Aufgabeiteil (a) gibt es einen halben Punkt fiir die Matrix und einen halben
Punkt fiir das Ausrechnen der Determinante.

e Bei Aufgabeiteil (b) gibt es fiir jeden richtigen Eigenwert einen halben Punkt.

e Bei Aufgabenteil (c) muss begriindet werden, dass die ausgerechneten Vektoren
linear unabhiingig sind (Nachrechnen oder Vorlesung zitieren).

Loésung 7.
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(a) Die Nullstellenmenge Nj ist charakterisiert durch

flz,y)=(ay—1)e =0 < (zy—1)=0 < y= 1

No

(b) Es gilt

1
flz,y) >0 <= 2zy—1>0 < y>5,

1
flz,y) <0 <= 2y —1<0 < y<;.

- .
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(c) Es gilt
e[y Fty+1
Vf(ﬂf, y) =¢e ( T ) ’
e flz=2y—-1 —z+1
Hf(l’,y)—e ( _$_|_1 0 ’

Af(z,y)=e"((z —2)y—1).

(d) Aus Vf(z,y) =0 folgt x = 0, wie man sofort sieht. Daraus folgt y + 1 = 0, also y = —1. Somit
ist (0, —1) der einzige kritische Punkt. Weiter gilt

0.0 = (] o).

also detH f(0,—1) = —1, d.h. f hat in (0, —1) einen Sattelpunkt.
Korrekturanmerkung:

e In Aufgabenteil (a) gibt es jeweils einen halben Punkt fiir das Bestimmen und das
Skizzieren der Nullstellenmenge.

e In Aufgabenteil (b) gibt es fiir das richtige Markieren der beiden Mengen jeweils
einen halben Punkt.

e In Aufgabenteil (d) gibt es einen halben Punkt, wenn man Vf(z,y) = 0 setzt.
Einen weiteren Punkt gibt es fiir die richtige Bestimmung des kritischen Punktes.
Weiter gibt es jeweils einen halben Punkt fiir die Berechnung der Hessematrix im
kritischen Punkt, die Begriindung ihrer Indefinitheit sowie die Schlussfolgerung,
dass es sich um einen Sattelpunkt handelt.

Losung 8.

(a) Man sieht sofort, dass die Funktion mit y(z) = —1 fiir alle z € R die gegebene Differentialglei-
chung 16st. Fiir die weiteren Losungen nehmen wir an, dass y(z) # —1 fiir alle € R gilt. Nach
Trennung der Variablen ist

y_ _*
y+1 22
bzw.
dy dx 1
1 1: —_— = —_— = — — ~_
nly + 1| | = x+c

fiir ein ¢ € R. Auflosen dieser Gleichung durch Fallunterscheidung y 2 —1 liefert letztendlich
ye(z) =c-e7 V7 -1
mit ¢ € R\ {0}. Die konstante Losung y = —1 ist darin fiir ¢ = 0 enthalten.
(b) Es ist

lim ye(z) = c- e MMamoc /2 1 — .0 1 =¢—1.
T—00

Die Bedingung lim,_, y(x) = 0 liefert also, dass ¢ = 1.
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(c) Fiir x — 0 divergiert 1/z bestimmt gegen +oo, d.h. es ist

lim e /% =0
z—0

bzw. lim,_,gy(z) = —1. Fiir x — oo haben wir in Teilaufgabe (b) y gerade so bestimmt, dass
lim, 00 y(z) = 0 gilt.
Betrachten wir die Ableitung von y, so erhalten wir

1
/ _7'—1/;1:>0
ylz)=—5-e

fiir alle z € (0,10). D.h. y ist monoton steigend. Desweiteren ist lim, o y'(z) = 0. Zusammen-
gefasst konnen wir von y folgendes Bild zeichnen:

Y
T 1 2 3 4 ) 6 7 8 9 10

T T 1 J :1:
-1
Korrekturanmerkung:
e In Teilaufgabe (a) wird der erste Punkt nur vergeben, wenn der Fall y = —1 abge-

deckt wurde.

e Bewertungskriterien fiir das Bild in Teilaufgabe (c):
Der Punkt wird vergeben, wenn

— das asymptotische Verhalten korrekt eingezeichnet ist.
— der Graph eine monoton steigende Funktion zeigt.

— die Tangente an den Graphen bei x = 0 einigermaflen waagerecht verliauft.

Ein halber Punkt wird abgezogen, wenn

— die Tangente an den Graphen bei r = 0 nicht waagerecht verliduft oder

— das Koordinatensystem nicht ausreichend beschriftet ist.

Weitere Begriindungen sind nicht verlangt.

Loésung 9.

(a) Die Richtungsvektoren AB und AC sind gegeben durch

1
AB = |2 und cC=|1
1
Eine mogliche Darstellung der Ebene E' ist z.B.

E

I
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+
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»
—

=
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(b) Die Schnittbedingung lautet

1+7r—2r+s)+(-14+r)=0 = s=1.

Eine mogliche Darstellung der Schnittmenge £ N F ist z.B.

ENF = 1

(c) Der Normalenvektor ng der Ebene E ist

Aus

(ng,np) =0

folgt fiir den Schnittwinkel ¢ unmittelbar

Korrekturanmerkung:

v

Die Normalenform und die Koordinatenform sind ebenfalls mégliche Darstellungen und

sind mit voller Punktzahl zu bewerten.
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