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Modulprijfung HM 111 (kyb, mech, phys)

Termin: 28.02.18
Hinweise: Losen Sie bitte jede Aufgabe auf einem separaten Blatt.
Alle nicht in der Vorlesung behandelten Sachverhalte sind zu beweisen,
Lésungsschritte entsprechend zu begriinden.
Aussagen und Sétze aus der Vorlesung diirfen ohne Beweis verwendet wer-
den, sofern der Beweis nicht Gegenstand der Aufgabe ist. Alle verwendeten
Aussagen und Sétze sind dabei zu kennzeichnen.
Am Ende der Klausur alle Losungsblétter in das Umschlagblatt einlegen.
Hilfsmittel: keine

Bearbeitungszeit: 180 min

Name: Matrikel-Nr.:
Punkte:

Al A2 A3 A4 A5 A6 A7 by
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Aufgabe 1. [10]
Gegeben seien die Funktionen

f:R=>R, f(x):=e"—5 und g:R—= R, g(x):=—4e™",

deren Graphen durch folgendes Schaubild gegeben sind. Die von den beiden Graphen einge-
schlossene Fliche werde mit M bezeichnet.
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Abbildung 1: Graphen von f und g

(a) Bestimmen Sie einen Punkt s € R\{0} mit f(s) = g(s).
(b) Berechnen Sie den Flécheninhalt der Fliche M.

(c) Bezeichne I den Weg, der in (0, g(0)) startet und entlang des Graphen von g bis zum Punkt
(s,9(s)) lduft. Finden Sie eine Parametrisierung v : [0, s] — R? von I' und berechnen Sie

das Kurvenintegral
/ F.dg
.

F:Rx (—00,0) = R?, F(z,y) := <ln <_§> —x) .

mit

(d) Sei

Berechnen Sie das Fldchenintegral

J[ waa

Hinweis: Die Integrationsreihenfolge darf ohne Begriindung vertauscht wer-
den.

(© poschel@mathematik.uni-stuttgart.de
simon.barth@mathematik.uni-stuttgart.de andreas.bitter@mathematik.uni-stuttgart.de



Seite 3 von 5

Prof. Dr. Jiirgen Poschel
Simon Barth, M.Sc., Andreas Bitter, M.Sc.
Termin: 28.02.18

FB Mathematik, Universitit Stuttgart

Aufgabe 2. [13]
Sei h € (0,7) und f : R — R eine 2r—periodische Funktion mit

h, falls 0 <z < h,
f(x) =14 —h, falls 2r —h <z < 2m,
0, falls h <z <27 — h.

(a) Skizzieren Sie die Funktion f in dem Intervall [0,4x] fiir h = 7.

(b) Berechnen Sie die reellen Fourierkoeffizienten a,, und b, in Abhéngigkeit von h. Zeigen
Sie, dass die Koeffizienten b, fiir den Spezialfall h = 5 durch

1 fallsn=1,35,..,
by =14 2, falls n=2,6,10,...,

0, fallsn=4,812,...

gegeben sind.
(c) Geben Sie die Grenzfunktion in Abhéngigkeit von h an, gegen welche die Fourierreihe von

f iiberall punktweise konvergiert. Begriinden Sie dabei ausfiihrlich.
(d) Nutzen Sie den Satz von Parseval, um den Wert der Reihe

> 1
D G Te

n=1

zu berechnen.

Aufgabe 3. [10]
Gegeben sei die Differenzialgleichung

y"(x) = 5y (x) + 8y () — 4y(z) = g(2),
mit einer Funktion g : R — R, sowie die beiden Funktionen

1

f1:R=R, fi(z) :=e", f2:R=R, fo(x) := e

(a) Zeigen Sie, dass die Funktion f; die Differenzialgleichung (1) fiir g = 0 16st.
(b) Bestimmen Sie ein reelles Fundamentalsystem von (1) mit g = 0.

(c) Bestimmen Sie die allgemeine Losung von (1) mit

(i) g(z) = fo(2), (iii) g(z) = fi(z) + fa(z).

(i) g(z) = fi(x),
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Aufgabe 4. [14]
Gegeben sei der Korper K, der von den beiden Flichen

Fo={(z,y,2) eR®: 22 +4% =1} und Py ={(z,y,2)" eR®: z2=1-27%},
sowie der xy—Ebene eingeschlossen wird.

(a) Nutzen Sie Zylinderkoordinaten, um das Volumen von K zu berechnen.
(b) Berechnen Sie die y—Koordinate des geometrischen Schwerpunktes von K.
(c) Gegeben sei das Vektorfeld

F:R® 5 R3 F(a,y,2):= (xy +y2? a2 + 20y%2, 22 — 20y2%) T

und bezeichne 0K die Randflache von K. Berechnen Sie mit Hilfe des Satzes von Gauf
den Fluss von F' durch 0K von innen nach auflen.

(d) Sei S die Oberfliche der Einheitskugel und ¢ : R?® — R eine zweifach differenzierbare
skalarwertige Funktion mit ¢(z) # 0, x € R3.

(i) Zeigen Sie die folgende Gleichung
Vel? = div (pV) — div (Vo) .
(ii) Gelte nun
|Ve|? = igp und div (¢Vp) = .

Berechnen Sie das folgende Oberflichenintegral

//w-dd
S

Hinweis: Das Volumen der Einheitskugel ist 4{.
Aufgabe 5. [13]

(a) Gegeben seien die Funktionen
fi:R=R, fix):=1,  fo:R=R, folz) :=cos’(x),  f3:R >R, f3(z):=sin’(z).
Berechnen Sie die Laplacetransformierte
() LA, (ii) L[f2], (iii) L[f3].

Hinweis: Sie diirfen cos?(z) = 3(1 + cos(2z)) ohne Beweis verwenden.

(b) Sei f:]0,00) — R eine stetige Funktion von exponentieller Ordnung und

g:[0,00) = R, g(z) :=zf(z).
Zeigen Sie, dass die Funktion g auch von exponentieller Ordnung ist und dass

d

Llgl(z) = = LIf1(2)-

(c) Sei h:[0,00) = R eine Losung der Differenzialgleichung
zh (x) + W (z) + zh(z) = 0.
Nutzen Sie Aufgabenteil (b), um L[h] mit £[h](1) = 1 zu bestimmen.
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Aufgabe 6. [16]

(a) Gegeben sei die Funktion
u: R 5 R, u(z,y) :=2°+ 2 —y> + 1.
Bestimmen Sie eine Funktion v : R? — R, so dass
FiR?2 5 R?, f(z,y) = (u(a:,y))
/ f(z,y) v(z,y)
mit einer holomorphen Funktion f: C — C identifiziert werden kann.

(b) Bestimmen Sie die Lage der Singularititen und berechnen Sie die Residuen folgender
Funktionen

cos(z) e?1-2) 1 1 1

() fi(2) = (i) fo(2) = b ) B = ey

1422 sin(7z)

(c) Berechnen Sie das folgende Kurvenintegral

ez(l—z) -1 1
/ e 114
|p—i—1]=1 sin(7z) z

(d) Nutzen Sie den Residuensatz, um das uneigentliche Integral

> 1
EEIC R dx
zu bestimmen.

(e) Sei 2 C C ein Gebiet mit zg € Q und f : Q — C eine holomorphe Funktion. Zeigen Sie,
dass ein € > 0 existiert, so dass
1 2m

f(z0) = /. f(z0 + ce™) da.

Aufgabe 7. [14]

(a) Entscheiden Sie, von welchem Typ die folgenden partiellen Differenzialgleichungen sind.
(1) uge =0, (ii) ue = gy, (iii) uy = gy, t,x € R,

wobei ¢ € R\ {0} eine feste Konstante ist.

(b) Bestimmen Sie mit Hilfe des Separationsansatzes eine Losung des folgenden Randanfangs-
wertproblems

U (t, ) = 2ugy(t, x), t e (0,00), z € (0,m),
u(t,0) = u(t,m) =0, t € (0,00),
u (0, ) = 28sin(2z) + sin(2018z), =« € (0, ).

(c) Bestimmen Sie mit Hilfe der Charakteristikenmethode eine Losung des folgenden Rand-
wertproblems

daduy —tuy =0, t,x € (0,00),
u(t,0) =t, t € (0,00).
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