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Aufgabe 1 (1+1+2 Punkte) Seien zi, 29, z3 € C alle komplexen Losungen der Gleichung
823 = 27,

wobei z; diejenige Losung ist, fiir die arg(z;) € (0,7) ist.

a) Bestimmen Sie das Argument von z;:

arg(z1) = 3

b) Bestimmen Sie den Betrag von z:

N

|Zl\ =

c) Stellen Sie z; in kartesischen Koordinaten dar:
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Aufgabe 2 (2+2 Punkte) Gegeben sei die Differentialgleichung
y/// + 3y// + 2y/ — O

a) Bestimmen Sie die allgemeine reelle Losung der Differentialgleichung.
b) Bestimmen Sie eine Losung y(t) der Differentialgleichung mit 3'(0) = 1, y(0) = 0 und
tlggo y(t) = 0.
Verwenden Sie fiir Ihre Bearbeitungen Extrablitter.
Losung:

a)  — Das charakteristische Polynom p(r) = r® + 3r? + 2r besitzt die Nullstellen r =0, r = —1
und r = —2.

2t

— Damit is die allgemeine reelle Losung y(t) = ¢; + cae™ + cze™? mit, c123 € R.

b) Sei y(t) = ¢; + o™ + cz3e7 mit ¢;23 € R eine Losung der Differentialgleichung mit Neben-
bedingungen y'(0) = 1, y(0) = 0 und tlggo y(t) = 0.
— Die Nebenbedingungen ergeben ein LGS fiir ¢, ¢o, ¢3 gegeben durch ¢;+cy+c3 = y(0) =0,
—cg —2c3 =y (0) =1 und ¢ = limy_,, y(t) = 0.
— Losen des LGS liefert ¢; =0, ¢; =1 und ¢3 = —1. Damit ist y(t) = e ! —e~? die gefragte

Losung.
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Aufgabe 3 (1+1+1 Punkte) Gegeben sei die reelle Matrix:

1 « 3
Ae=10 3a—-2 0|, a € R.
Q -1 2

a) Bestimmen Sie die Determinante der Matrix A, in Abhéngigkeit von «:

det(A,) = —(Ba—2)? or —4+ 12a — 9a?

b) Fiir welche a € R ist A, invertierbar?

o€ R~ {§}
c¢) Fiir welche o € R gilt Rang(A,) =17
S 0

Aufgabe 4 (1+3+2 Punkte) Gegeben sei die reelle Matrix:

3 00
0 2 2
0 2 2

A=

a) Geben Sie das charakteristische Polynom x4(\) von A an:

Xa(A) =

(3= A (A =4\ or — 12X+ TA2 — \3

b) Geben Sie die Eigenwerte \i, Ao, A3 der Matrix A und jeweils einen zugehorigen Eigenvektor

V1,9, v3 an, so dass {vi, va,v3} eine Orthonormalbasis des R? ist:

A=

V1 =

c¢) Sei b= (3,4,4)". Bestimmen Sie die allgemeine Losung des LGS Az = b:

0 Ay = 3

0 1

V2| -1 vy = 0
1 0

A3 =

V3 =

+ e

N =

>

— = O

we R
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Aufgabe 5 (2+242 Punkte) Berechnen Sie die folgenden Grenzwerte:

i > in(z? " \/cos(3t)dt
a) lim sin(z) e’ b) lim _sin@@?) ¢) lim Jo v/cos(30)

20 T =0 1 — cos(z) z—0 sin(x)

Verwenden Sie fiir Ihre Bearbeitungen Extrablitter.

Loésung: Wir berechnen mithilfe der Regel von 1’'Hospital und des Fundamentalsatzes der Integral-

rechnung;:

a) lim sin(z) | ¢ = lim sin(e) | lim e** = lim cos(z) - lim ¢ = 1
z—0 X z—0 X z—0 z—0 z—0

b) lim sin(z?) i 21 fzos(xQ) . 2 cos(z?) — 427 sin(2?) .
z=0 1 —cos(x) 2-0 sin(x) 20 cos(x)
. Jo Acos(3t)dt  y/cos(3x)

¢) lim , = lim Y——~ =
20 sin(z) =0 cos(z)

Aufgabe 6 (2+2 Punkte) Gegeben sei die Reihe
5
—vn?—1
a) Entscheiden Sie, ob die Reihe konvergiert, und begriinden Sie Ihre Entscheidung.
Losung: Es gilt

1 1

0< < ,
Vin+1)2-1 Vvn2-1

fiir alle n € N>o. Damit ist die Folge <(_—;)n1> alternierend und die Folge ( L )
= =1/ nens, 1/ nens,

ﬂ
|
—_

monoton fallend. Es gilt auflerdem

1
lim ——— =0.

n—oo /M2 — 1

Also konvergiert die Reihe nach dem Leibniz-Kriterium.

b) Ist die Reihe absolut konvergent? Begriinden Sie IThre Entscheidung.
Losung: Es gilt

0<vVn?—1<vn2=n — L

n?—1

v
S|

fiir alle n € N>,. Die harmonische Reihe

o0

1
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A /n2 J— ’

n=2
1 n
) nicht absolut.

(_
N

nach dem Minoranten-Kriterium. Damit konvergiert die Reihe Z
n=2

Verwenden Sie fiir Ihre Bearbeitungen Extrablitter.

Aufgabe 7 (1+2 Punkte) Gegeben sei die Potenzreihe
f(z) = Z 223y,

n=0

1

4

a) Bestimmen Sie den Konvergenzradius R der Potenzreihe f(z):

R:

256

11(0) =

b) Bestimmen Sie die Funktionswerte:

f'(0) =

0

f(0) =

Aufgabe 8 (3+3+1+2 Punkte)

[

a) Bestimmen Sie eine Stammfunktion von f: R — R mit f(z) = sin*(x) cos(z).
Losung: Sei u = sin(x). Nach der Substitutionsregel gilt:
.4 4 L s L. 5
sin®(x) cos(x)dr = [ u'du = U +C = —sin’(z) + C,
mit C € R.
b) Berechnen Sie das Integral
/ xIn(z)dx.
1
Losung: Durch partielle Integration ergibt sich:
’ _ 1,2 e [ _ 1,2 _1.2]¢ _ 1 (2
zIn(z)dz = [32° In(z)], dx = [32° In(z) — 12%]] =1(e?+1)
1 1 T
c) Geben Sie die Partialbruchzerlegung des folgenden rationalen Ausdrucks an:
1
2 — 4z
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Lésung: Es gilt 22 — 4z = x(x — 4). Der Ansatz fiir die Partialbruchzerlegung lautet
1 A B

2 —4dr x x—4

mit A, B € R. Daher muss A(z —4) + Bz = 1 gelten. Einsetzen von x = 0 und x = 4 liefert

_ 1 _ 1 . . .
A= —7; und B = ;. Die gefragte Partialbruchzerlegung ist

I S
22 —4x  4x 4z — 16

2
1

dz.

/1 22— dg

Losung: Unter verwendung von Teilaufgabe b berechnen wir

d) Berechnen Sie das Integral

2

21 2 1 1 1
dz = — —)de=|>(In|z—4] -1
/1 2 —dz /1 <4x—16 43:) v {4(11@ | = Infz)) 1

= 1 (In(2) ~ In(3) - In(2) + (1)) = ~ 7 In(3)

Verwenden Sie fiir Ihre Bearbeitungen Extrablatter.

Aufgabe 9 (2+2 Punkte) Gegeben seien das Vektorfeld f: R?* — R? und die Kurve c: [0,2] — R3
mit

e " 141
f(xvyaz):_ eV ) C(t): t
e? —t

Alternativ: Sei das Potential ®: R?* — R gegeben durch ®(z,y,2) = e +e ¥ —e*. Es gilt
grad(®) = f und somit

/ (F(X),dX) = B(e(2)) — B(c(0)) = e~ — e,

c
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b) Begriinden Sie wieso [ (f(X),dX) wegunabhiingig ist.
Lésung: Es gilt rot(f) = (0,0,0)" und somit ist das Integral wegunabhiingig. .
Alternativ: Sei ®: R* — R gegeben durch ®(z,y,2) = ¢ + e ¥ — e*. Es gilt grad(®) = f

und somit ist f ein Gradientenfeld und das Integral wegunabhéngig. .

Verwenden Sie fiir Ihre Bearbeitungen Extrablatter.

Aufgabe 10 (1+2+1+3 Punkte) Gegeben sei die Funktion f: R? — R mit
f(x,y) = 22 + xy — 8y* — 22%y° — 4123y,

a) Bestimmen Sie die Hesse-Matrix von f im Punkt (0,0).

H,(0,0) = G —116)

b) Bestimmen Sie fiir den stationdren Punkt (0,0) von f, ob f dort ein lokales Maximum, ein

lokales Minimum oder einen Sattelpunkt besitzt. Geben Sie eine mathematische Begriindung

fiir Thre Entscheidung.

Die Funktion f besitzt ein(en) Sattelpunkt in (0,0).
Wir berechnen det(H(0,0)) = —33 < 0. Nach
Mathematische Begriindung;: dem Hurwitz-Kriterium besitzt f einen Sattel-

punkt in (0,0).

c) Geben Sie fiir f das Taylorpolynom der zehnten Stufe um den Entwicklungspunkt (0,0) an.

Two(f, (x,9),(0,0)) = x? + xy — Sy? — 2253

d) Sei g: R — R gegeben durch g(x) = f(z,z). Bestimmen Sie alle Nullstellen und Extremstellen
von g und skizzieren Sie g.
Losung:
— Es gilt g(0) = 0 und g(z) = —62% — 228 — 412% < 0 fiir alle z € R \ {0}. Damit ist 0
die einzige Nullstelle von g.
— Wir berechnen ¢'(z) = —2x(6 + 82° + 16812%°). Da gilt 6 + 82° + 16812%° > 0 fiir alle
z € R~ {0}, folgt ¢'(z) > 0 fiir x < 0 und ¢'(z) < 0 fiir > 0. AuBerdem gilt ¢’'(0) = 0.

Also, g(x) hat ein Maximum auf x = 0 und 0 ist die einzige Extremstelle von g.
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— Skizze:

Verwenden Sie fiir Ihre Bearbeitungen Extrablitter.

Aufgabe 11 (4 Punkte) Gegeben seien die Funktionen f,g: R? — R mit

flo,y) =2 +20%  g(e,y) =42 + 42
Bestimmen Sie den maximalen und minimalen Wert der Funktion f unter der Nebenbedingung
g(z,y) = 1. Verwenden Sie fiir Ihre Bearbeitungen Extrablitter.
Losung:
e Esist ¢'(z,y) = (8z,2y). Also gilt Rang(¢'(x,y)) # 1 genau dann, wenn = = y = 0. Wegen
g(0,0) # 1 ist Rang(¢'(z,y)) = 1 fiir alle (z,y) € R?* mit g(x,y) = 1. Somit koénnen alle

Punkte, in denen f unter der Nebenbedingung ¢g(z,y) = 1 ein Extremum annimmt, mit Hilfe

des Lagrange-Ansatzes ermittelt werden.

e Das bedeutet, die Extremstellen sind unter den Losungen der Gleichungen

Vf(x,y)+ AVg(z,y) =0,

g9(z,y) = 1.
Dies ergibt die Bedingungen
2z + 8 x = 0, (1)
4y + 2 y =0, (2)
42* +y* = 1. (3)

e Aus (1) folgt = 0 oder A = —1. Aus (2) folgt y = 0 oder A = —2. Deswegen muss z = 0
oder y = 0 gelten. Ist z = 0, so folgt aus (3), dass y = +1. Ist y = 0, so folgt aus (3), dass
x = +3. Also, die Extremstellen von f unter der Nebenbedingung g(z,y) = 1 sind (0, £1)
und (£3,0).

e Einsetzen der Extremstellen in f ergibt f(0,£1) =2 und f(+3,0) = 1. Also, der maximalen

und minimalen Wert der Funktion f unter der Nebenbedingung g(z,y) = 1 sind jeweils 2 und
1

1
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Aufgabe 12 (1+1+1+2+1 Punkte) Entscheiden Sie, ob die folgenden Aussagen wahr oder falsch
sind, und geben Sie eine kurze Begriindung. Ohne Begriindung gibt es fiir die Angabe “Wahr” oder
“Falsch” keine Punkte.

a) Die Menge M = {(z,y) € R? : 2° + y* = 1} ist ein Untervektorraum des R?.
b) Jede Stammfunktion einer stetigen Funktion f: R — R ist stetig.

c¢) Jede streng monotone Funktion g: R — R ist surjektiv.

d) Die Reihe Z =
n=1

dass sie gegen 100 konvergiert.

-— konvergiert nicht gegen 100 und kann auch nicht so umgeordnet werden,
n
e) Die Relation ~ definiert durch

e X
xwy(g)—EZoder—EZ
Y x

ist eine Aquivalenzrelation auf Z.
Verwenden Sie fiir Ihre Bearbeitungen Extrablatter.
Losung:
a) Falsch, da (0,0) ¢ M.
b) Wahr: Nach dem Fundamentalsatzes der Integralrechnung ist jede Stammfunktion einer stetigen
Funktion differenzierbar und somit stetig.
c) Falsch: g(x) = arctan(x) ist streng monoton (da ¢'(z) =
9IR] = (=7/2,7/2)).
d) Wahr: Die Standardreihe > °°

ist > .7, (nld absolut konvergent und der Wert von Y >° nld) dndert sich nicht, wenn die

- +x2 > () aber nicht surjektiv (denn

> 1 =5 konvergiert absolut (nach dem Integralkriterium). Damit

Reihe umgeordnet wird.

Es gilt

= — 1 > 1 11 3
< — =1 —dzr =1 = — < 100.
; n3 _;n:”_ +/1 i +{ 2:102} 2

1

e) Falsch: Es gilt 6 ~2 und 4 ~2 da $ =3 € Z und § =2 € Z, aber 6 ¢ 4, denn $,% ¢ Z.

Also ~ ist kein Aquivalenzrelation (nicht transitiv).



