Kiinzer 13.03.2019

Klausur zur Mathematik fiir Wirtschaftswissenschaftler

Version fiir Betriebswirtschaftslehre (Priifungsnummer 41991)
Allgemeine Hinweise :

e Bearbeitungszeit: 120 Minuten.
e Erlaubte Hilfsmittel: Vier Seiten DIN A4 eigenhéndig handbeschrieben.

e In den Aufgaben 1-5 sind vollstéindige Losungswege anzugeben. Die Bearbeitung dieser
Aufgaben ist auf gesondertem Papier vorzunehmen.

e In den Aufgaben 6-8 werden nur die Endergebnisse gewertet. Diese sind in die vorgege-
benen Késten einzutragen.

e FErgebnisse miissen in der jeweils verlangten Form angegeben werden und dabei vollsténdig
zu Ende gerechnet sein. Naherungslosungen in Dezimalbruchform werden nicht verlangt.

Hinweise fiir Wiederholer: Wer diese Priifung als Wiederholungspriifung schreibt und nicht besteht, ist
selbst dafiir verantwortlich, sich zu erkundigen, ob er eine zugehorige miindliche Nachpriifung erhélt, und sich

gegebenenfalls beim Priifer anzumelden. Diese Anmeldung hat bis zum 29.04.2019 zu erfolgen.
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Aufgabe 1 (2 Punkte)

Berechnen Sie den Grenzwert lim 313 .
z—12x — 2
Léosung. Fir f :R—>R,z—3"—-3und g: R = R,z — 2z — 2 gilt f(1) =g(1) = 0.
Also kann man lim M mit "'Hopital berechnen.
rz—1 g(x)

Aufgrund von 3% = e*"®) ergibt sich

f'(z) = (3% = 3) = (e""® — 3) = In(3) - &*"® = In(3) - 37 .

Somit wird




Kiinzer Mathematik fiir Wirtschaftswissenschaftler 13.03.2019

Aufgabe 2 (344 Punkte)

Berechnen Sie die folgenden Integrale.

2 41

(1) /a:QSin(mU?’)dx (2) /a;ﬂn(x)dx
1 1

Lésung.

. d
(1) Mit der Substitution u := w2 wird d_u = 3mx?. Wir erhalten

x
2 2 1d
/1 r?sin(rrd)dz = 1 gd_?;: sin(r2?) dz
8w 1
= /7T 3—7Tsin(u) du
1 8m
= {_ﬁ COS(U)L
I T T
3r  3r 37w’

(2) Wir setzen die Produktregel an:

_1 1 1
Eine Stammfunktion von f(z) =z 2 ist F(z) = 222. Aulerdem gilt ¢'(z) = —.
x

Also ist
41 1 4 41
/ r 2-In(x) de = [2m2 -ln(m)] —/ 2r2 - — dx
~ — ~— 1 ~~ =
O F)  m bR =
g (T

4 1
=41In(4) — 2In(1) — / 2r 2dx
1

—81n(2) — {Mr
= 8In(2) — 4. 1
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Aufgabe 3 (24343 Punkte)
Sei f:R?® = R, (1,y,2) = 22+ y* + 22 — 22%y + 4z.

(1) Berechnen Sie den Gradienten V;(z,y, z) und die Hessematrix Hy(z, y, 2) fiir (z,v, z) € R?.
(2) Berechnen Sie alle Flachstellen von f.

(3) Welche lokalen Minimalstellen, welche lokalen Maximalstellen und welche Sattelpunkte

hat f7?
Lésung.
(1) Esist
2r — 4xy
Vi(z,y,2) = | 2y — 222
2z +4
und
2—4y —4x 0
Hi(z,y,2) = | —4z 2 0
0 0 2

(2) Eine Stelle (z,y, z) € R? ist eine Flachstelle von f, falls V;(z,y, z) = 0 gilt.

Wir miissen also das Gleichungssystem

20 —4dzy = 0
2y — 222 = 0
2z+4 = 0

16sen:
Aus der 3. Zeile folgt z = —2. Die 2. Zeile ist dquivalent zu y = 22

Einsetzen in die 1. Zeile ergibt 2z — 423 = 0, also x = 0 oder 1 — 222 = 0.

2 2
Letztere Gleichung hat die Losungen x = - und z = —g.
Zusammengefasst sind die folgenden drei Stellen Losungen des Gleichungssystems und

damit Flachstellen von f:

o (£3) (234)
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(3) Um zu iiberpriifen, welche der Flachstellen von f lokale Minimalstellen oder Maximal-
stellen sind, miissen wir fiir jede Flachstelle (z,y, z) die positive oder negative Definitheit
von Hy(z,y, z) iiberpriifen.

Es ist H¢(0,0,—-2) = (é % §>. Also sind die Hauptminoren

und Hy (0,0, —2) ist positiv definit. Damit ist (0,0, —2) ist eine lokale Minimalstelle von f.

0,
. 0 —2v20
Es ist Hf(%i,%,—Q) = (2\& 2 0)~
0 0 2
Da einer der Eintrage auf der Diagonalen dieser Matrix 0 ist, kann sie nicht definit sein.

V2 1

Da det Hf(\/?i, 1,-2) = —16 # 0 ist, ist (7, 7 —2) ein Sattelpunkt.

. 0 2v20
Es ist Hf(—%,%,—Z): <2\0/§ (2) g)

Da einer der Eintrage auf der Diagonalen dieser Matrix 0 ist, kann sie nicht definit sein.

V2 1

Da det Hf(—\/TE, %, —2) = —16 # 0 ist, ist (—7, 3

2) ein Sattelpunkt.
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Aufgabe 4 (12 Punkte) Seien

f : RY — R'7 (xayaz7w> = f(xayazuw) = TYRW — (y - 1)2
g1 R' — R7 ('rawa?w) = gl(xuywzaw) = xy+yz+zw—3
g2 R4 — R7 (xay7z7w) = 92(%972,“}) = mz+yw—2 :

Wir schreiben g := (g1, g2)-
(1) Berechnen Sie die Gradienten V¢(z,y, z,w), Vg, (x,y,z,w) und V,,(z,y, 2, w)
fir (z,y,2,w) € R%.

(2) Sei P:=(1,1,1,1). Ist P eine Flachstelle von f unter der Nebenbedingung g = 07 Falls
ja, dann entscheide man, ob P eine lokale Maximalstelle oder eine lokale Minimalstelle
unter der Nebenbedingung g = 0 ist.

(3) Sei @ :=(2,0,1,3). Ist @ eine Flachstelle von f unter der Nebenbedingung g = 07 Falls
ja, dann entscheide man, ob () eine lokale Maximalstelle oder eine lokale Minimalstelle
unter der Nebenbedingung g = 0 ist.

Lésung.

(1) Die Gradienten berechnen sich zu

Yyzw Yy z
2w — 2y + 2 T4z w
Vf<3773/727w) = I Vg1(x7yuzaw) = ) vg2(x7y727w) =
TYw yt+w T
TYyz z Yy

(2) Wir stellen das Gleichungssystem auf, mit welchem Flachstellen unter Nebenbedingung
g = 0 ermittelt werden konnen.

Mit zusétzlichen Unbekannten p;, po € R sollte

vf(xaywz’w) = plvgl(x,y,z,w)—|—p2ng(x,y,z,w)
gl(xa%Z,w) = 0
gz(.ﬁE,y,Z,U)) =0

sein. Dies iibersetzt sich zu folgendem Gleichungssystem.

yzw = p1y+ p2z
row—2y+2 = pi(x+2)+ pw
zyw = pi(y+w) + pox
wyz = pi1z+pay
xy+yz+zw—-—3 = 0
rz+yw—2 = 0
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Einsetzen des Punktes P = (1,1, 1,1) liefert

= p1tp2
= 2p1+p2
= 2p1+p2
p1+ P2

O O == =
I

Dies wird durch p; = 0 und p; = 1 geldst.

Somit ist P = (1,1, 1, 1) eine Flachstelle von f unter Nebenbedingung g = 0 mit Lagrange-
multiplikator r = (’”) = ((1))

p2
Wir untersuchen, ob P eine lokale Extremstelle unter Nebenbedingung g = 0 ist.

Es ist
F(x,y,z,w) = f(xayazaw) - p1g1<x7y727w) - p292($7y727w)
= zyzw— (y—1) -2z —yw+2.

Yzw — 2

oyt 9
Es wird Vg(z,y, 2z, w) = TEw =2y + v

TYWw — T
TYyz — Y
Es wird
0 zw  yw—1 Yz
-2 —1
yw — 1 Tw 0 Y
Yz xz —1 Ty 0
und also
0 1 0 1
1 =2 1 0
Hp(1,1,1,1) =
r ) 0 1 0 1
1 0O 1 0

Die Gradienten von g; und von gy geben

Y z 1 1
2 1
N(C(Z,y,Z,w) - Tz oW s also N(]_,]_,l,]_) =
y+w x 2 1
z Y 11

Wir transponieren und losen das entstehende homogene lineare Gleichungssystem.

1 2 2 110 1 1 1 10 1 00 1]0
s > .
1 11 110 01100 01100
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Eine Basis des Losungsraums ist gegeben durch ((_

Wir erhalten

—1
Ut-Hp(1,1,1,1)-U = ( 0

B —4 2
N 2 -9

OO
N———
VR

|

OO+

) ). Folglich ist

0 -1
-1 0
1 0
0 1

0 1 1 0 -1
1 0 1 -2 0 1 0
o 1) [o 1 1 1 0

1 0 0 0

o =
_ O
N~
| |
— W =
|
—_ = =
~—— R, O = O

Die Hauptminoren dieser Matrix sind M;(A) = —4 und M3(A) = 4. Mithin ist A negativ

definit.

Folglich ist P = (1,1,1,1) ein lokales Maximum von f unter Nebenbedingung g = 0.

(3) Einsetzen von @ = (2,0,1,3) in das in (2) ermittelte Gleichungssystem liefert folgendes

Gleichungssystem.
0
8
0
0
0
0

Es folgt 8 = 3p; + 3p2 = 0, was nicht

losbar.

= P2
= 3p1+3p2
= 3p1+2p2
= p1

sein kann. Also ist dieses Gleichungssystem nicht

Folglich ist ) keine Flachstelle von f unter Nebenbedingung g = 0.
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Aufgabe 5 (2 Punkte)

Sei bei einem Sparvertrag jahrliche Verzinsung vereinbart, zu einem Zinsfaktor ¢ > 1. Sei fiir
die jéhrlich einzuzahlende Rate R nachschiissige Zahlung vereinbart.

Sei das Anfangskapital Ky = 10000 Euro.

(1) Wie hoch sollte die jéhrlich einzuzahlende Rate R sein, um nach 5 Jahren ein Kapital
von K5 = 20000 Euro angespart zu haben? Die Rate R héngt dabei noch von ¢ ab.

(2) Bei welchem Zinsfaktor ¢ ergibt sich in (1) die Rate R=107
Lésung.

(1) Esist

qg—1
" =1
Einsetzen von Ky = 10000, n = 5 und K5 = 20000 liefert also

qg—1

R = 20000 — ¢° - 10000) .

(2) Es ist genau dann R = 0, wenn 20000 — ¢° - 10000 = 0 ist, also wenn ¢ = /2 ist.
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Name, Vorname,
Matrikelnummer:

Aufgabe 6 (34141 Punkte) Sei

2 1 3 1

1 1 2

A=|-2 0 -2 2
0 -1 -1 -1

-2 1 -1 -1

2 1 3 1

0 1 1 2
:< 21, 01, —-2], 2 >

0 -1 —1 -1

-2 1 —1 -1

(1) Formen Sie A in Zeilenstufenform um.

Zeilenstufenform von A:

o O O O =
o O O = O
o O O = =
o O = O O

(2) Geben Sie eine Basis von U an.

1 1

1 2

Basis von U : ( 21, 0], 2
0 -1 -1

-2 1 -1

(3) Geben Sie die Dimension von U an.

dim(U) = 3
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Aufgabe 7 (141 Punkte) Berechnen Sie folgende Reihengrenzwerte.

ORI

k=0

) oo (2) -

Aufgabe 8 (141 Punkte) Berechnen Sie die folgenden Determinanten.

DO o

2 4 1 =2
2 4 -1 4
(1) det ~| 10 (2) det ; ~| 20
-1 3 0 0 1 2
00 3 4




