Prof. U. Semmelmann Hohere Mathematik 3 (vertieft) 27. Februar 2019

Klausur zur HM3 (vertieft) fiir LRT und MaWi

Aufgabe 1. Bitte fillen Sie folgendes aus! (1 Punkt)

Name: Matrikelnummer:

Vorname: Studiengang;:

Es gelten die {iblichen Klausurbedingungen. Bitte beachten Sie folgende Hinweise:

e Bearbeitungszeit: 120 Minuten
e Erlaubte Hilfsmittel: 6 Seiten DIN A4 eigenhandgeschrieben

e Mobiltelefone und dhnliche Gerite miissen wahrend der gesamten Klausur komplett

ausgeschaltet bleiben und so verstaut sein, dass sie nicht sichtbar sind.
e Bearbeitungen mit Bleistift oder Rotstift sind nicht zuléssig.

e Nutzen Sie die Késten fiir Thre Losungen. Bei karierten Késten sind Ergebnis und Re-

chenweg gefragt. Nebenrechnungen machen Sie auf Schmierpapier, das Sie nicht abgeben.

e Die Klausur enthélt zu viele Punkte fiir 120 Minuten. Die Notenskala beriicksichtigt dies.

Ihr Vorteil: Sammeln Sie Punkte; wahlen Sie zunéchst Fragen, die Thnen leicht fallen.

VIEL ERFOLG!

Den unteren Teil dieses Deckblattes bitte fiir Korrekturvermerke freilassen.

Aufgabe || 1 2 3 4 5 6 7 Gesamt

Punkte /1 /12 /8 /14 /12 /7 /11 /65
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Niitzliche Werte

Tabelle fiir das Integral [ ¢(t)dt iiber die Normalverteilung ¢(t) = \/%7 e /2,

z+0.00 z+40.01 z+40.02 2z+0.03 2+0.04 240.05 z+0.06 z+0.07 2+0.08 x40.09
z =0.00.00000 0.00399 0.00798 0.01197 0.01595 0.01994 0.02392 0.02790 0.03188 0.03586
0.1]0.03983 0.04380 0.04776 0.05172 0.05567 0.05962 0.06356 0.06749 0.07142 0.07535
0.210.07926 0.08317 0.08706 0.09095 0.09483 0.09871 0.10257 0.10642 0.11026 0.11409
0.3]0.11791 0.12172 0.12552 0.12930 0.13307 0.13683 0.14058 0.14431 0.14803 0.15173
0.410.15542 0.15910 0.16276 0.16640 0.17003 0.17364 0.17724 0.18082 0.18439 0.18793
0.510.19146 0.19497 0.19847 0.20194 0.20540 0.20884 0.21226 0.21566 0.21904 0.22240
0.6 | 0.22575 0.22907 0.23237 0.23565 0.23891 0.24215 0.24537 0.24857 0.25175 0.25490
0.710.25804 0.26115 0.26424 0.26730 0.27035 0.27337 0.27637 0.27935 0.28230 0.28524
0.8 10.28814 0.29103 0.29389 0.29673 0.29955 0.30234 0.30511 0.30785 0.31057 0.31327
0.910.31594 0.31859 0.32121 0.32381 0.32639 0.32894 0.33147 0.33398 0.33646 0.33891
1.0]0.34134 0.34375 0.34614 0.34849 0.35083 0.35314 0.35543 0.35769 0.35993 0.36214
1.1]0.36433 0.36650 0.36864 0.37076 0.37286 0.37493 0.37698 0.37900 0.38100 0.38298
1.2 0.38493 0.38686 0.38877 0.39065 0.39251 0.39435 0.39617 0.39796 0.39973 0.40147
1.3 0.40320 0.40490 0.40658 0.40824 0.40988 0.41149 0.41308 0.41466 0.41621 0.41774
1.410.41924 0.42073 0.42220 0.42364 0.42507 0.42647 0.42785 0.42922 0.43056 0.43189
1.5 0.43319 0.43448 0.43574 0.43699 0.43822 0.43943 0.44062 0.44179 0.44295 0.44408
1.6 | 0.44520 0.44630 0.44738 0.44845 0.44950 0.45053 0.45154 0.45254 0.45352 0.45449
1.710.45543 0.45637 0.45728 0.45818 0.45907 0.45994 0.46080 0.46164 0.46246 0.46327
1.8 0.46407 0.46485 0.46562 0.46638 0.46712 0.46784 0.46856 0.46926 0.46995 0.47062
1.910.47128 0.47193 0.47257 0.47320 0.47381 0.47441 0.47500 0.47558 0.47615 0.47670
2.0(0.47725 047778 0.47831 0.47882 0.47932 0.47982 0.48030 0.48077 0.48124 0.48169
2.1|0.48214 0.48257 0.48300 0.48341 0.48382 0.48422 0.48461 0.48500 0.48537 0.48574
2.20.48610 0.48645 0.48679 0.48713 0.48745 0.48778 0.48809 0.48840 0.48870 0.48899
2.310.48928 0.48956 0.48983 0.49010 0.49036 0.49061 0.49086 0.49111 0.49134 0.49158
2.410.49180 0.49202 0.49224 0.49245 0.49266 0.49286 0.49305 0.49324 0.49343 0.49361
2.5(0.49379 0.49396 0.49413 0.49430 0.49446 0.49461 0.49477 0.49492 0.49506 0.49520
2.6 10.49534 0.49547 0.49560 0.49573 0.49585 0.49598 0.49609 0.49621 0.49632 0.49643
2.710.49653 0.49664 0.49674 0.49683 0.49693 0.49702 0.49711 0.49720 0.49728 0.49736
2.810.49744 0.49752 0.49760 0.49767 0.49774 0.49781 0.49788 0.49795 0.49801 0.49807
2.910.49813 0.49819 0.49825 0.49831 0.49836 0.49841 0.49846 0.49851 0.49856 0.49861
3.0 0.49865 0.49869 0.49874 0.49878 0.49882 0.49886 0.49889 0.49893 0.49896 0.49900

Ablesebeispiele: Fiir # = 1.23 gilt [" ¢(t) dt & 0.39065. Fiir 2 = 2.58 gilt [ ¢(t) dt ~ 0.49506.
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Diese Seite ist absichtlich leer und darf es auch bleiben.
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Aufgabe 2. Vermischtes (4 + 4 + 4 Punkte)

2A. Bei Thnen haben sich unerwartet Géste angekiindigt und Sie backen noch schnell einen
Kuchen. Die Zubereitung des Kuchenteigs beinhaltet Milch als einzige leicht verderbliche Zutat.
Da Sie regelméfig einkaufen gehen, ist die Milch bei IThnen zu Hause in der Regel an 95% aller
Tage frisch. Aus Erfahrung wissen sie, dass die Géste Thren Kuchen in etwa 90% aller Félle
loben werden, wenn die Milch frisch war. Hatte die Milch dagegen einen Stich, so sinkt die
Wahrscheinlichkeit fiir ein Lob auf 20%.

Mit welcher Wahrscheinlichkeit p; werden Thre Géste den Kuchen loben? p; =

Angenommen, das Lob bleibt diesmal aus. Mit welcher Wahrscheinlichkeit py war die Milch nicht

mehr frisch? p, = . Sie kénnen Briiche angeben oder auf ganze Prozentzahlen

runden.

-1 4
2B. Wir betrachten das lineare Differentialgleichungssystem ¢y’ = Ay mit A = ( . 3).

Bestimmen Sie eine Fundamentalmatrix W (t) =
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2C. Wir betrachten die 1-dimensionale Wirmeleitungsgleichung %u — ;—;u = 0.

Welche gewohnlichen Differentialgleichungen an v und w liefert der Produktansatz wu(t,z) =

v(t)w(z)? Finden Sie alle Losungen u dieser Form, welche

zuséatzlich die Randbedingungen u(t,0) = 0 = u(t, 7) erfiillen.
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Aufgabe 3. Runter kommen sie alle (3 + 3 + 2 = 8 Punkte) Ein Flugzeug bietet Sitzplatze fiir
375 Passagiere. Man weif3 bei der Fluggesellschaft aus Erfahrung, dass ein Passagier mit 10%-er
Wahrscheinlichkeit seinen gebuchten Flug nicht antritt. Fiir einen Flug wird die Fluggesellschaft
daher mehr als 375 Tickets verkaufen. Im Folgenden nehmen wir an, sie verkauft 400 Tickets.

3A. Wie ist die Anzahl X der Passagiere, die den Flug antreten verteilt? Berechnen Sie den

Mittelwert p und die Varianz o?.

P(X = k) = T

3B. Mit welcher Wahrscheinlichkeit erscheinen mehr als 375 Reisende zum Flug? Benutzen sie

den zentralen Grenzwertsatz, um durch eine geeignete Normalverteilung zu approximieren.

w
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P(X > 375) =

3
3C. Bei der letzten Wartung vor dem Start wird entdeckt, dass die linke Tragfléche einen Riss
hat und daher eine Ersatzmaschine beschafft werden muss. Fiir wieviele Passagiere mindestens
muss diese Sitzplitze haben, damit mit 96%-er Wahrscheinlichkeit kein Passagier zuriickbleiben
muss? Anzahl der Sitzpliatze >

2

Aufgabe 4. Kratzen Sie an der Oberfliche (4 + 3 + 4 + 8 = 14 Punkte)
Der Korper K C R? und das Vektorfeld f:R3 — R3 seien gegeben durch

KZ{(SB,y,Z)GRg 2—§<x2+y2)§2§\/9—$2—y2} und  f(z,y,2) = (—2y, 2z, 2°+y%).

7
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4A. Skizzieren Sie den Schnitt von K mit der x—z—Ebene, also mit der Ebene y = 0:

Parametrisieren Sie den Korper K in Zylinderkoordinaten:

x P pCosp 0 < <2, 0<p< )
<z <
Z z z - -

4B. Berechnen Sie mit dieser Parametrisierung das Volumen vols(K) des Korpers K:

V013 (K) ==
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4C. Die Randfliche 9K besteht aus dem Boden B mit z = 2 — 2(2? + ¢?) und dem Deckel D
mit z = /9 — 22 — y2. Wir parametrisieren B in Zylinderkoordinaten:

cos cos —psin
p ’ : v 0%p  0Pp . i PRy
Op = | psing |, —=—X-—=—=|sinp | X | pcosp | =
v 5 dp Oy .

Berechnen Sie mit ®5 den Fluss des Vektorfeldes f durch B:

Folgern Sie den Fluss des Vektorfeldes f aus dem Korper K durch den Deckel D nach oben:

4D. Berechnen Sie den Fluss von F' = rot(f) durch B nach oben als geeignetes Wegintegral:

/SEBF(S)-dS:
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Aufgabe 5. Kriegen Sie solche Spriinge auf die Reihe? (2 + 8 + 4 + 38 = 12 Punkte)

Die Funktion f:R — R sei 2m-periodisch mit f(z) = 7 fir 0 < < 7 und f(z) = 0 fur
T <z <2

5A. Skizzieren Sie die Funktion f auf dem Intervall [—47, 47].
f(z)

Bestimmen Sie den Grenzwert der Fourier-Reihe f,(z) =Y ,_ ¢ e* von f im Punkt z = m

lim f,(r) =

n—oo

5B. Bestimmen Sie die Koeffizienten ¢, der komplexen Fourier—Reihe f(z) ~ Y, _, ¢, **:

fir £ =0,

Cp = fiir £ ungerade,

fiir k # 0 gerade.

10
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5C. Bestimmen Sie die Koeffizienten der reellen Fourier-Reihe f(z) ~ 9 + 3" | ay cos(kz) +
by sin(kx):

ag =
ar = fir k> 1,

b = fiir k£ gerade,
b, = fiir £ ungerade,

5D. Bestimmen Sie durch Auswertung der Fourier—Reihe von f an der Stelle x = 7/2 den

exakten Wert der Reihe Y7 ((=1)"5lg =1 —3+1 — 1+ ...

11
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Aufgabe 6. Charaktertest (7 Punkte)

Zu 16sen ist fiir u:Rso x R — R: (¢, ) — u(t, x) die partielle Differentialgleichung

Ou(t,x) + x dyult,zr) =z +1 fir alle t > 0 und z € R,
u(0, ) = cos(x) fiir t = 0 und alle x € R.

Geben Sie das charakteristische Differentialgleichungssystem zu u(t(s), z(s)) = z(s) an:

t'(s)= 1, t(0) =0,
x'(s) = : x(0) = xo,
Z'(s) = : 2(0) = cos(xy).

Bestimmen Sie damit die zugehorige Charakteristik s — (¢(s), z(s), z(s)):

Bestimmen Sie damit die gesuchte Losung:

u(t,x) =

Machen Sie schliefilich die Probe:

Ouu(t,z) =

z Oyu(t,x) =

12

=
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Aufgabe 7. Endlich! Das System ist am Ende (3 + 1 + 1 + 3 + 3 Punkte)

Wir betrachten das lineare Differentialgleichungssystem /() = Ay(t) + b(t) mit

-2 3 3 1
A=| -3 4 3 | und b(t):=] 0
3 =3 -2 t

7A. Sind die folgenden Vektoren v; Eigenvektoren von A? Wenn ja, wie lauten die zugehorigen

Eigenwerte \; 7

-1

vy = 1 ist Eigenvektor (Ja/Nein) zum Eigenwert A\; =
0
0

Vg 1= 1 ist Eigenvektor (Ja/Nein) zum Eigenwert Ay =
—1

vg:= | 0 | ist Eigenvektor (Ja/Nein) zum Eigenwert A3 =

7B. Bestimmen Sie das charakteristische Polynom P(z) von A und dessen Nullstellen z;. Wie

konnen Sie hier effektiv Thr Ergebnis aus Teil (a) einsetzen?

P(x): , L1 = , Lo = T3 =

7C. Finden Sie eine Basis Z des R? aus Eigenvektoren von A.

% - )

13
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Im Folgenden geben wir Ihnen eine Fundamentalmatrix 1 (¢) und einen Vektor v(¢) an:

e 0 ¢ (1—t)e*
W)= e € 0 und v(t) == | —(1—t)e
_e2t gt et te t

7D. Finden Sie eine partikulére Losung ypa, der Differentialgleichung y/(t) = Ay+b(¢) und ma-
chen Sie anschlieBend die Probe auf die DGL. Hinweis: Uberpriifen Sie zundichst die Beziehung
W (t)v(t) =0b(t) .

Ypart (t) =

14
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TE. Bestimmen Sie die Losung des Anfangswertproblems y/(t) = Ay + b(t) mit y(0) = | 0

0
Machen Sie anschliefend die Probe auf den Anfangswert.

15
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Diese Seite ist absichtlich leer und darf es auch bleiben.
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