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Aufgabe 1 (12 Punkte)
Es seien die Flichen A, B € R? und das Vektorfeld g : R® — R3 gegeben durch

A:{(x,y,)ERS z? + 92 +z—1z>0} t
9(@,y,2) = |y
B:{(x,y,z)ERS:x2+y2+(z—1)2 2 < } N

a) (4 Punkte) Geben Sie fir A und B jeweils Parametrisierungen in kartesischen Koordinaten an.
b) (6 Punkte) Berechnen Sie das Volumen des von A und B eingeschlossenen Korpers K.
¢) (2 Punkte) Berechnen Sie den Ausfluss A(g, 0K).
LGésung

a) Die Parametrisierung iiber die z,y-Ebene ist die Folgende:

Pa:{(z,y) eR*:2® +¢y* S 1} - R?,

x
(z,y) — y ,
Op: {(z,y) eR*:2* +y* < 1} = R?,
x

(z,y) — y

1—/2—a2— 2
b) Das Volumen ergibt sich dann durch Integration in z Richtung:
Vi—z? 1— 127y
/ dV = / / / dzdydz
_/o— a:2—y
/ / 1 — 2% —y? +// —1—|—\/2—x2—y2dydx
—1 1 302 1 m2
2m
2/ Vl—rzdsodw/ / (—1+ V2 —r2)rdedr
0o Jo
= 27T/ rv1 —7“2d7’~|—27r/ (=1+V2—=1rY)rdr
0 0

0 ) 1 ) s=vV2—r2 t=+v1-—12
:27r/ —t dt+27r/ s —s°ds . “
! \& &= o=

1 V2
—27r/ t2dt+27r/ s? — sds
0 1

V2
+27r[%5 ——5]
1

=2§+2<\/§—1 -1
= T(4v2 - 3).
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¢) Mit dem Satz von Gauss gilt

A(g,0K) :/

0K

g-ndO:/divgdx:/3dx:7r(4\/§—3).
K K
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Aufgabe 2 (6 Punkte)

Bestimmen Sie alle reellen Losungen des Differentialgleichungssystems

, 1 3
Yy = Y.
-3 -5
1 3
A= .
-3 -5

Das charakteristische Polynom von A ist gegeben durch

LGésung

det(A —AE) = X2 + 4\ + 4.
Die Nullstellen dieses Polynoms und damit die Eigenwerte von A sind folglich

Mjp=—2+V2—4=-2,

d.h. —2 ist eine doppelte Nullstelle. Das Fundamentalsystem der zugehétrigen skalaren Differentialglei-

—2z —2z

chung y" + 4y’ + 4y = 0 wird folglich von den Funktionen e™** und xe™** gebildet. Fiir die zugehorige

Wronski-Matrix bedeutet dies

Damit erhalt man

1 0 10 1 2
M(O)z( ) 1), also M(0)™' = (2 1) und folglich M (0)~" = (o 1).

1
v =
0
ist somit gegeben durch
e 2 1 1 1 2 e 2
= (v | Avy ) M(0)T =
S ( ' ‘ 1) © (xe_Q”") <O —3) (O 1) (:ce_%)
(1 3 e\ [(1+3z)e ™
0 —3) \ze 2 —3ge2 |

Analog ist die Losung zum Anfangswert
0
Vg =
1
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gegeben durch

e 0 3 1 2 e 2
et ()€ )6
B 0 3 e 2 B 3xe™2"
S\l —3) \ge 2] (1—3x)e .

Damit ergibt sich die allgemeine homogene Losung als

1_'_3 —2x 3 —2x
yn(x) = ¢ - ( z)e +cy- e mit ¢y,c0 € R
—3ze (1—3x)e

Variante: Alternativ kann man als zweite Fundamentallésung auch

v [ A =6x)e
h=h)'= ((—3 + 6x)e2w>

wéhlen. Damit ergibt sich die allgemeine homogene Losung als

yn(x) = ¢ - <(1 * 3x)e_2$> +co- (((1 ~ baz)e™ > mit ¢1,c0 € R

—3ze —3 4 6x)e "
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Aufgabe 3 (9 Punkte)

Gegeben ist die Differentialgleichung
y @ — 9@ =2 41— 4cos(z) .

Bestimmen Sie alle reellen Losungen der Differentialgleichung.
LGésung

SCHRITT 1:(3 Punkte) In einem ersten Schritt 16st man die homogene Gleichung y® —y® = 0. Das
charakteristische Polynom P(X) dieser Differentialgleichung ist P(X) = X4 — X2. Eine offensichtliche
doppelte Nullstelle von P ist 0.

PX)=X'"-X?=(X?-1)X"

und hat die iibrigen Nullstelle 1 und —1.

Die allgemeine homogene Losung f;, ist dann:
fu(x) =ae” +be™" +c+dx

mit a,b,c,d € R.

SCHRITT 2:(4 Punkte) In einem zweiten Schritt bestimmt man nun irgendeine beliebige (parti-
kuldre) Losung der gegebenen inhomogenen Differentialgleichung durch einen Ansatz nach Art der

rechten Seite.

Partikuldre Losung durch Ansatz nach Art der rechten Seite
Aufgrund des Superpositionsprinzips bekommt man eine partikulére Losung f, von y® —y® =g+
1 —4 cos(w), indem man eine partikulire Losung f,, von y¥ —4® = 241 und eine partikulire Losung

fpo VON y@W —y® = —4cos(x) bestimmt und diese beiden addiert: o= Tfor + fps-

e Zunichst zu y® —y® =14 a:

Weil 0 eine doppelte Nullstelle von P ist (Resonanz), machen wir den Ansatz
[ (2) = az® + Ba°.

Viermaliges Ableiten ergibt

Seite 5 von 9



Apl. Prof. Dr. N. Knarr Hohere Mathematik 111 Musterlésung 05.09.2019, 120min

Setzt man dies in die Differentialgleichung ein, so erhélt man
—6axr —20=x+1

und damit o = —1/6 und = —1/2. Also

o Jetzt zu —4 cos(z):

Weil +i keine Nullstelle von P ist (keine Resonanz), machen wir den Ansatz

fps(x) = accos(x) + Bsin(z).

Viermaliges Ableiten ergibt

fr, () = — asin(z) + [ cos(z),
FO(x) = — acos(z) — in(z),
f;g) (x) =asin(x) — [ cos(z),
féf) (x) =acos(x) + Bsin(z).

Setzt man diese Ableitungen in die Differentialgleichung ein, so erhélt man
2cccos(x) + 28 sin(z) = —4 cos(x).
Damit ist « = —2 und § = 0. Also
fpo(z) = —2cos(x).

Insgesamt erhalten wir f,(z) = fy, (@) + fp,(2) = —2° — 222 — 2 cos(x).

SCHRITT 3:(1 Punkt) In einem dritten und letzten Schritt muss man schliefilich noch die oben
bestimmte allgemeine homogene Losung und die oben bestimmte partikuldre Losung addieren:
T —x 1 3 1 2
f(x) = fu(x) + fplx) = ae® + be ™ + ¢ + dx — g% Tt 2 cos(x)
mit a,b,c,d € R.
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Aufgabe 4 (5 Punkte)

Bestimmen Sie die Losung des Anfangswertproblems

y =2eYsinhz, y(0)=0.

LGésung
Es handelt sich um eine Differentialgleichung mit getrennten Variablen.

Wir formen sie um zu

e Ydy = 2sinh xdx

und erhalten durch Integration auf beiden Seiten

/e‘ydy =—e Y= /2sinh xdr = 2coshx + ¢

Auflésen nach y liefert

y = —In(—2coshz — ¢)

Zur Losung des Anfangswertproblems setzen wir
0=y(0) =—In(—2cosh0 —c¢) = —In(—-2 —¢)

Also gilt
—2—c=1

bzw.

und die Losung lautet

y = —In(—2coshz + 3)
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Aufgabe 5 (8 Punkte)
Gegeben sei die 6-periodische Funktion f: R — R durch
-2 fiir z € (—3,0],
fz) =

0 fiir v € (0,3].
(a) (2 Punkte) Skizzieren Sie den Graphen auf dem Intervall (—6, 6];

(b) (4 Punkte) Bestimmen Sie die reelle Fourierreihe von f.

(c) (2 Punkte) Bestimmen Sie fur alle z € (—6,6) den Grenzwert der Fourierreihe
LGésung

(a) Skizze:

(b) (1) f(z) =

g(x) — 1, mit der 6-periodischen ungeraden Funktion

-1 firz € (-3,0],
g(z) =

1 furz € (0,3].
Also gilt

a, =0, Vn>D0.
(2) Der Koeffizient aq folgt durch Integration:

ag = %/f(x)dx = %/(—Q)dm +0= %(—6) = —2.

Alternativ kann man ag/2 = —1 auch aus f(x) = g(z) — 1 folgern.
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(3) Die Koeffizienten b, folgen durch Integration:

3
by, :%/f(x) sin(n%rx)dx
3

0

3 3

2. 3 [N
—— §[_E cos(—ux)|” 4
:%(COS(O) — cos(—nm))
=2 (1 ()

L fiir n ungerade,
nm

0 fiir n gerade.

(4) Die Fourierreihe von f ist

flz) ~—1+ ZO on i n sin((2n j; 1)7Tm).

(c) Die Funktion f ist stetig differenzierbar in den Intervallen ((3n,3(n + 1)) (n € Z) mit endlichen
links- bzw. rechtseitigen Grenzwerten sowohl fiir f als auch f’ in allen Punkten {3n|n € Z}.
Da die Funktion f insbesondere stetig ist in (3n,3(n+ 1)) (n € Z), konvergiert die Fourierreihe

in diesem Bereich also gegen f(x).

In den Punkten xy € {—3,0,3} hingegen macht f einen Sprung der Hohe 2, sodass sich der

Grenzwert dort berechnet als

1( lim f(x)+ limof(x)):%(—2+0):—1.

2 r—x0+0 T—T0—
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