Prof. Dr. J. Poschel Musterlosung 26.02.2020, 120 (EL)/180 (sonst)min

Aufgabe 1 (10 Punkte/7 Punkte (EL)) Die 2m-periodische Funktion f ist auf dem Intervall (—m, )
gegeben durch

f(x) = |z|(m — ).
(a) Skizzieren Sie f auf dem Intervall (—2,27).
(b) Berechnen Sie die reellen Fourierkoeffizienten von f
(c) Warum konvergiert die Fourierreihe fiir jedes x € R?
(d) Was ist der Wert der Fourierreihe bei x = 77
(e) Zeigen Sie mit Hilfer der Fourierreihe, dass

<1 7r4
2 i< 5

n=1

(a) Skizze:

(b) Da f eine gerade Funktion ist, ist b, =0Vn € IV .
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1 ™
ag :—/ || (7 — |x|) cos(kx)dz
7r

2 ™
— —/ z(m — x) cos(kz)dx
T Jo

_2 [“7(” — ) Sin(’”)]: _2 OW@T — 92) sin(kz)dz

s k mk

2 [(m —2x)cos(kx) 2 [T
=— - — 2 kx)d

— [ ’ h o2 ), cos(kx)dx

2 4
= (== )f =) — — sin(k2)]y

2
= - S+ (-1
Somit ist ap = 0 fiir ungerades k& und
1
Aof = _ﬁ’ keN

(c) Da f stiickweise glatt ist, ist Konvergenzsatz 7 anwendbar: Ist f 2m-periodisch und stiickweise
glatt, so konvergiert ihre Fourierreihe in den Stetigkeitspunkten gegen f und in den Sprungstellen
gegen die jeweilige Sprungmitte von f. Hinweis: Die Stetigkeit der Funktion gentigt nicht. Es

gibt stetige Funktionen, deren Fourierreihe in bestimmten Punkten nicht konvergiert.

(d) Da f stiickweise glatt und auf ganz R stetig fortsetzbar ist, gilt mit dem Satz aus (c) dass die
Fourierreihe in 7 gegen die stetige Fortsetzung von f konvergiert. Also den Wert lim, o+ f(z) =
lim, ,o- f(z) = 0 annimmt.

(e) Es gilt, da f reellwertig und b, = 0 fiir alle & € IN ist, dass ¢, = ar/2 = c_,. Nach der

Parseval’schen Gleichung ist weiter

1 ™
5 | |f@)Pde =D lal’ =) lewl +leol + Y lel? = leo +2 ) lewl®

keZ kelN kelN kelN

() 5%-55E
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Das Integral errechnet sich als

I 5 Al/ﬂ 5 5

— d = — —x)“d

5 | @ = 2 [t
71 w23 27rx4+:1c5 T
T 3 4 51,

1 1 1

4 - _ = -
- (3 2+5)
ol
~30

Somit folgt
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Aufgabe 2 (4 Punkte)

(a) Skizzieren Sie die Menge
B:{(x,y) : Ogygx/\\ﬁ/2§x2+y2§\/§} c R

(b) Sei S der Graph der Funktion ¢ : B — R, ¢(z,y) = 2% + y*. Berechnen Sie das Oberflichenin-

tegral
O:/arctan(x/y)dA.
s
(a) Skizze:
YA
=y
B
(b)
S={(z.y,2) R’ : (v,y) € B, 2= p(x,y) = 2” + 4}
Zur Berechnung des Oberflichenelements braucht man ¢, = %(w,y) = 2z und ¢, =
%Zy)(:c, y) = 2y. Weiterhin ergibt sich mit der Parametrisierung (vgl. Skript Beispiel 32.6.21):

x: B=R,  (2,9) = (z,y.0(2,9)",

und den partiellen Ableitungen

Xe=(1,0,0.)", x,=0(0,1,0,)"

X2 X xyll = \/1+©2 + 95,

sodass sich das Oberflachenintegral mit der Definition

/ fdA = / Fo)lxe x xylldedy
S

i
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(wobei f = arctan(z,y)) berechnen ldsst. Die Winkelhalbierende fiithrt zu einer Integration von

0 bis 7/4. Damit ergibt sich

0= / arctan(y/z)dA = / arctan(y/x)4 /1 + @32 + p2dzdy
s B
= / arctan(y/x)\/1 + 4x? + 4y>dxdy

/ / arctan — sin V14 4dr2rdrde
V3/v2 J =0

rcosgp

arctan(tan p)=p

w/4 V2

:/ godcp/ rvV1+4r2dr
=0 r=V3/V2

Nun wird wieder substituiert. Wir substituieren v := 1 + 472 und damit du = 8rdr. Die Inte-

gralgrenzen dndern sich damit von \‘75/ V2 =5 142v3 und von v2 = 1+ 4/2

/A plHVZ g
[N

2

2 0 142v3 8
9 14+4v2
__7 3/2
12-32 u=142v3
2
= 22 (1 +4V2)%% — (1 +2V/3)%?)
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Aufgabe 3 (5 Punkte) Aus dem Zylinder {(z,y,z2): 2?4+ y* < 4} wird durch die xy-Ebene und die
Flache

{(z.9,2) + z=exp(a® +¢%)}
ein Korper K mit der Dichte p(z,y, 2) = y* ausgeschnitten.

(a) Parametrisieren Sie K durch Zylinderkoordinaten.
(b) Bestimmen Sie die Masse von K, also m = [, pdV .

(c) Bestimmen Sie die z-Koordinate des Schwerpunkts von K, also m™" [ zpdV .

(a) Parametrisierung:
K:{(ra%z) c0<p<2m 0<r <2 OSZSGXP(T2)}

(b) Mit Zylinderkoordinaten

(z,v, z)T = (rcos(yp), rsin(yp), Z)T

folgt fiir die Masse m

21 p2  pexp(r?) 2w 2 exp(r?)
m:/p($,y,z)dV:/ / / r? sin? cprdzdrdgpz/ sin? gpdgp/ 7’3/ 1dzdr
1% o Jo Jo 0 0 0
—_—

=7
Der Wert des ersten Integrals ist 7. Beim zweiten Integral wird u = r? substituiert, und es folgt

2 exp(r?) 2 1 [ 1 4 3 1
/ r3/ ldzdr = / 3 exp(r?)dr = —/ wexp(u)du = = [(u — 1) exp(u)], = s exp(4) + =

0 0 0 2 Jo 2 2 2
Also folgt

m = g(3 exp(4) + 1)
(c)
1
S3 :—/ zp(x)dV

mJy
1 2 2 expr?

:—/ / / 2r3 sin? pdzdrde
mJo Jo Jo
T [2

:%/0 3 exp(2r?)dr

o
=1 /0 wexp(2u)du

s

g

1 (1+7exp(8)
Texp(8) + 1
8(3exp(4) + 1)
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Aufgabe 4 (7 Punkte) Gegeben ist das Vektorfeld V : R?* — R? mit

Arz + 13
Viz,y,z) = | poy?® + 2
x? +vy
Bestimmen Sie

(a) diejenigen Parameter A und pu, fiir die V' ein Gradientenfeld ist,
(b) fiir diese Félle ein Potential ® zu V,

(c) ebenfalls fir diese Fille das Kurvenintegral von V' entlang der Kurve

y[0,2] = RS () = (¢ 2t 3t)"

(a) Fir die Existenz eines Gradientenfeldes V' auf einem einfach zusammenhédngenden Gebiet ist hier

(mit V = (V1, Vo, V3)T) rot V' = 0 hinreichend und notwendig:

oV: oV;

L1 1—1 0
rotV = % — % =l -2z | =] A=2)x

o - py* — 3y* (1= 3)y?

Damit ist rotV =0 A =2 A u=3.

(b) Es muss 22 =V, ‘3—4’ =V, und 22 = V35 gelten, also:

q)(x7y7 _hl y7 /_dx_hl >+/2$Z+y3d$ :hl (y,2)+2$2+y3l’,
@(1’,%2)=h2(:c,Z)+/—dy=h2(9672)+/3xy2+zdy = hy (z,2) + 2y° + 2y,
O (x,y,2) = hs(z,y) + /—dz—h3 )+/x2—|—ydz = hs (z,y) + 2°2 + y2.

Somit ist ® (z,y,2) = yz + 2?2 + zy® (+ Cmit C € R) ein Potential zu V .

(c) V ist Potentialfeld (also Wegunabhéangigkeit bei Integration). Deshalb kann man das Weginte-

gral iber die Auswertung des Potentials berechnen:

/V- A5 = d(y(2) =@ (v(0) = ®(2,4,6)—d(0,0,0) = 176.
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Aufgabe 5 (11 Punkte) Gegeben ist die skalare Differenzialgleichung

y/// _ y// + 4y/ _ 4y — O

Bestimmen Sie

(a)
(b)
(c)
(d)

die allgemeine reelle Losung unter Verwendung, dass y = e” die Gleichung 16st,
diejenige Losung yo mit yo (0) =0 und lim, , o yo () =0,
die Menge aller Losungen mit ;(0) = 0, die fiir z — oo beschrankt bleiben,

die allgemeine Losung der inhomogenen Gleichung

y/// . y// + 4y’ — 4y = —20 cos (2-77) .

(a)

(b)

(c)

(d)

Das charakteristische Polynom der DGL lautet P (A\) = A3 — A2 + 4\ — 4 .

Eine Nullstelle kann sehr einfach erraten werden (bzw. sie ergibt sich daraus, dass y = e* die

Gleichung 16st): Ay = 1 . Nach Polynomdivison,
P(A):(A—1) =)\ 44,

folgen direkt die weiteren Nullstellen: \> = —4 <= Xy3 = £2i. (Somit lautet das komplexe
bzw. reelle Fundamentalsystem FScomplex = {€%,€**, e 27}, FS,ea = {€%,cos (2z),sin (2z)}.)

Die allgemeine reelle Losung lautet

Yhom (T) = c1€° + cocos (22) + ¢3sin (2x), mit ¢;03 € R.

Wir fordern yq () ‘x:O — 0. Also 0 = c1€? + cocos (0) + c38in (0) = ¢; + ¢o, womit ¢y = —¢;

gelten muss. Zusétzlich ist lim, , o yo (z) =0< ¢ =0Ac3 =0, also

Wie in (b) muss ¢; = —¢; sein. Da die Losung beschriankt bleiben soll fiir x — oo folgt ¢; =0

und somit auch c; = 0. Somit ist die Menge aller Losungen

{z = y(x) =csin(2z) : c € R}.

Bei der Art der rechten Seite handelt es sich um Resonanz. Fiir die partikulare Losung wahlen
wir daher den Ansatz

Yp (x) = crsin (2z) + dx cos (2z).
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Damit ergeben sich die Ableitungen zu

y, (x) = sin (2z) (¢ — 2dx) + cos (2z) (2cx + d)
Y, () = 4cos (2) (¢ — dx) — 4sin (2z) (cz + d)
y, (r) = —4sin (2z) (3¢ — 2dx) — 4 cos (2x) (2cx + 3d)

Einsetzen in die DGL mit inhomogener rechter Seite liefert

— 4sin (22) (3¢ — 2dx) — 4 cos (2x) (2cx + 3d)
—4cos (2z) (¢ — dz) + 4sin (22) (cx + d)
+ 4sin (2z) (¢ — 2dz) + 4 cos (2z) (2cx + d)

!

— 4cxsin (2z) — 4dx cos (2z) = —20cos (2x)
also
sin (2z) 4 (d — 2¢) —cos (2x) (8d + 4c) = —20cos (2x)
———
204 d=2c
bzw.

8(2¢) + 4c = 20¢ = 20.

Alsoist c =1 und d =2 . Mit ¥y = ynhom + Y, ergibt sich die allgemeine Lésung der inhomogenen

Gleichung zu

y(z) = c1e” + cocos (2x) 4 ¢ sin (2x) + 2z cos (2x) + xsin (2x), mit ¢123 € R.
Alternativ:

(d) Bei der Art der rechten Seite handelt es sich um Resonanz. Auflerdem nutzen wir cos (2z) =

Re €%, Fiir die partikulidre Losung setzen wir deshalb an:
3, () = axe* (mit a € C).

Damit ergeben sich die benttigten Ableitungen zu

g (x) = ae”™ +2i7,
Jn (z) = 2ia e®™ + 2i(a e®™ + 2ig,) = dai ®* — 47,

g (z) = —8ae®™ — 4(ae® + 2iy,) = —12a " — 8i g,
Einsetzen in die DGL liefert
—12a €** — 8i g, — 4ai € + 4§, + 4a e*™* + 8i §, — 47, = —20 >
und ein Koeffizientenvergleich:

¥ —12a —4ai+4a =20 <= (2+i)a=5 <= a=2—1

zt —8ai + 4a + 8ai — 4ai = 0 (trivial erfiillt).
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Damit ist g, (x) = (2 — i) €**. Da wir die reelle Losung zum Kosinus als rechter Seite suchen,

nehmen wir davon wieder den Realteil:
yp (x) = Re gy, (x) = 2z cos (2x) + xsin (2x) .
Die allgemeine Form der Losung der inhomogenen DGL ist mit y = ynom + y, dann gegeben als:

y(x) = c1e” + cacos (22) + c3sin (2z) + 2z cos (22) + wsin (22) , mit ¢153 € R.
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Aufgabe 6 (6 Punkte) Berechnen Sie mittels Residuensatz das Integral

/’r cos 3t
—dt
o D—4cost

Hinweis: Mit z = e ist cost = (2 +271)/2

Aufgrund der Symmetrie von cost gilt

cos3t  cos(—3t)
5—4cost 5 —4cos(—t)

und somit (nutze cos 3t = (2% + 273)/2 fiir z = ')

/” cos 3t dtzl/ﬂ cos 3t dtzl/ (2 4+ 27%)/2 —i
o D—4cost 2 )_.5—4cost 2 Jiym15—=2(z+271) 2

—1 25 +1
= — 2 9.2 5 dz.
4 Jz1 23(52 — 222 - 2)

Hierbei wurde verwendet, dass dt = —iz~'dz ist und das Intervall [—7, 7| auf den Einheitskreis abge-
bildet wird.
Also erhalten wir das Ergebnis, wenn wir mittels Residuensatz das letzte Integral bestimmen. Nicht

triviale Residuen gibt es in den Nullstellen des Nenners, also

1
ZO:O’ 21257 22:2.
Im Einheitskreis liegen davon zy und z; und deren Residuen sind
1 d? 1
=0 2dz25z— 222 —2

20 +1 1 d2 20 +1
Res O0)=c—5—-——
23(bz — 222 —2) 2dz25z — 222 -2
_1d 5 —4z
~ 2dz (5z — 222 — 2)2

z=0

2=0

1—42(5z — 222 — 2)? — 2(5 — 42)%(hz — 222 — 2) 21

2 (52 — 222 — 2)4 =0 8
20 +1 1 2 +1 65
Res =) == ==
235z —222—-2)" 2 23(6 —4z)lz=172 24

1 d? 2641

Ry e durch die Taylorentwicklung in z = 0 (Koeffizient vor dem

2=0

Schneller bekommt man

quadratischen Summand):

2041 1 241 1
5:-27-3 21— (522-27) —5(26 +1)(1+52/2— 2" + (52/2 — 2*)* + O(2%))

_ _%(1 +52/2 4 2122 /4 + O(2))
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Damit gilt

™ cos3t i 322 +1/3 i (65 21\ o«
S = de="lomi( 2 -2 ) =T,
/0 5—dcost 4 J,2(:-2:2—2) 4 7“( )

Bemerkung: Alternativ kann man auch die Umformung

1 [T cos3t 1 [™ 4cos®t — 3cost
Sl L LR P dt
2 J)_.5—4cost 2 5 —4cost

und Satz 35.6.27 aus dem Skript benutzen. Aulerdem kann man nutzen, dass

1 [T cos3t 1 T et
= —dt ==-R —dt
2/W5—4cost 2 e/_ﬂ5—4cost

gilt, damit wird die Berechnung der Residuen einfacher.
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Aufgabe 7 (13 Punkte) Gegeben ist das Randwertproblem

Up + U = Uyy, Uz (t,0) = u(t,m) = 0.

Bestimmen Sie

@]

@D

. mit dem Ansatz u(t,x) = f(t)g(x) gewohnliche Differentialgleichungen fir f und g,

die allgemeine Losung ¢, die die Randbedingungen erfiillt,
die allgemeine Losung f,
die formale allgemeine Losung u,

diejenige Losung mit w(0, ) = cos(2z) + 4 cos(6x).

Der Ansatz u(t,z) = f(t)g(x) in die Differentialgleichungen eingesetzt liefert

fla+ fa=fg"

mit den Randbedingungen f(t)g'(0) = f(t)g'(m) = 0, also falls wir nicht gerade die Nulllésung
betrachten ¢'(0) = ¢'(w) = 0. Wenn u nicht die Nulllosung ist, kénnen wir durch « dividieren (in

allen Punkten (t,z), in denen w nicht verschwindet) und erhalten

1, g

Tl 4] = )
f(t) 9(x)
Dies kann nur erfiillt werden, falls gg//((f)) =C= % + 1 fiir ein C € R.
Damit erhalten wir die gewohnlichen Differentialgleichungen
fr=C-10f 9" =Cg.

. Wir betrachten die Differentialgleichung ¢” = Cg. Das charakteristische Polynom ist A> — C' = 0.

Wir unterscheiden die Féille C = 0,1> =C > 0 und —k*> = C < 0.
C' = 0: In diesem Fall ist die Losung gegeben durch g(z) = ax + b mit a,b € R. Die Randbedin-

gungen liefern
g(0)=a=g(m)=0.
Also bekommen wir nicht triviale Losungen fiir g(x) = b, einer reellen Konstanten.

C > 0: In diesem Fall ist die Losung gegeben durch g(x) = ae'® + be™®* mit a,b € R und [ = V.
Die Randbedingungen liefern

7 (0) =1(a—0b) = g¢'(r) = l(ae™ — be™"™) = 0.

Dies ist nur erfiillt fiir @ = b und fiir a # 0, falls /™ — e~ = 0. Das ist aber ein Widerspruch,
denn die Exponentialfunktion ist injektiv auf R und [ > 0. Also gibt es keine nicht triviale

Losung, die die Randbedingungen erfiillt.
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C' < 0: In diesem Fall ist die Losung gegeben durch g(z) = acos(kz) + bsin(kz) = ae® + be %
mit a,b € R (bzw. & =b e C) und k = /|C| = vV=C. Die Randbedingungen lierfern

¢'(0) = k(—asin(0) 4+ bcos(0)) = ¢'(7) = k(—asin(km) + beos(kw)) = 0.
Damit muss b = 0 und k € Z\{0} (oder k € IN geniigt ebenfalls) gelten, a ist beliebig. Also

gibt es solche Lésungen nur fir C' = —k? und b= 0. a ist eine beliebige reelle Konstante.

c. Die allgemeine Losung von f' = (C'—1)f ist gegeben durch
J(t) = celV!

fir c e R.

d. Damit haben wir fiir jedes k € INy eine Losung u; des Randwertproblems durch
un(t, ) = fiu(t)gr(z) = crare”F Y cos(kz) = dpe”F*+V cos(kx)

gefunden. Beachte, dass der Fall £ = 0 dazugehort, weil fiir €' = 0 eine nicht triviale Losung

hinzukam.

Die formale allgemeine Losung w ist nach Superpositionsprinzip eine Summe der Losungen, welche

die Randbedingungen erfiillen. Also bekommen wir
u(t,x) = Z de=F+0 cos (k)
k>0

Alternativ geht auch k € Z. Man bekommt damit zu & und —k dieselbe Losung, welche man nicht

zweimal addieren muss.

e. Die Losung mit der Anfangsbedingung (0, x) = cos(2z) + 4 cos(62) bekommen wir durch Koeffizi-

entenvergleich:
!
u(0,x) = Z dy cos(kx) = cos(2z) + 4 cos(6x),
k>0
also
dy =1, deg = 4, dj = 0 sonst
bzw.

u(t, r) = e cos(2z) + 4e ™ cos(6).
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Aufgabe 8 (4 Punkte) Sie f : R — R stetig und D der Raum aller C'*°-Funktionen auf R mit

kompaktem Trager.
a. Wie ist die Distribution Ay : D — R erkléart?
b. Wie ist die Ableitung (As)" von Ay im Distributionensinn erklart?

c. Zeigen Sie: Ist f stetig differenzierbar, so gilt (Ay)’ = Ay,

a. Die Distribution Ay : D — R ist definiert durch die Vorschrift

Ae) = [ 0y

fir alle p € D.

b. Die Ableitung (Af)" von Ay im Distributionensinn ist definiert durch

(@) = Ast=e) == [ 70 ax

fir o € D.
c. Sei f stetig differenzierbar. Dann gilt fiir alle p € D

part. Int. fir feC!(R)

(@) = A=) == [ 0PN e+ [ ey
reeetemst [T PN S A )

Somit gilt (Af)’ = Ap im Sinne der distributionellen Ableitung.
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