Apl. Prof. Dr. N. Knarr Hohere Mathematik 111 Musterlosung 20.08.2020, 120min

Aufgabe 1 (10 Punkte)

Gegeben sei der in Kugelkoordinaten parametrisierte Korper W := Im® C R3 und das Vektorfeld
g : R® — R3 durch
®:[1,2] x [0,27] x [0,%] — R®
x+day +yt — 2z
o 9(ryz) = x—y+e?
cosx +siny —4yz + z

7 €OS ¢ sin ¥
(r,,9) = | rsinpsind
r cos
a) (3 Punkte) Berechnen Sie das Volumen V(W).
b) (2 Punkte) Berechnen Sie A(g, 0W') unter Verwendung des Satzes von Gaufl.
¢) (5 Punkte) Berechnen Sie den Schwerpunkt p des Korpers W.

Hinweis: Der Schwerpunkt eines Korpers K C R3 ist gegeben durch

/[ rdxdydz
Pk = m [/ ydrdydz
[[fx zdxdydz

Losung

V(W)://Wldzdydx

2 r2m 7
= / / / r? sin ¥ dd de dr
1 Jo Jo

2 r2m

:// 22 42 dpdr
1 JO

=2

r3
mlE — ﬁrg]z

6 1

= ;(2 —V2)7.

b) Zunéachst ist divg =1+4y — 1 —4y+ 1 =1 und damit mit dem Satz von GauB:
7

A(g,0W) = /// divgdzdydz = V(W) = 5(2 —V2)7.

W

c¢) Aufgrund von Symmetrie erhélt man fiir z- und y-Koordinate p, = p, = 0. Fiir die z-Koordinate

2 rm z
/// zdzdydx:/ / /4rcos(19)rzsin19d19d<,0dr
w 1 J—mJO
2 i
= 7r/ / 3 sin(20) dv dr
1 Jo
2 x
= —7T/ r°[L cos(29)]¢ dr
1

2 4
:g/rdr
1

— 15
_87'(

rechnet man:
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und damit

P, = W///Wzdzdydm
15 3

= =170 -

8 7(2—V2)7
_ 45
T 56(2—V2)°
Der Schwerpunkt ist also
0
PK = 0
45
56(2—/2)
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Aufgabe 2 (11 Punkte)

Berechnen Sie alle reellen Losungen der Differentialgleichung

y@W + 3y — 4y = —3 cos(z) + 20"

Losung

SCHRITT 1: Homogene Gleichung

Das charakteristische Polynom P(X) der Differentialgleichung y® +3y” —4y = 0 ist
P(X)=X*+3X2 4.

Es gilt P(X) = (X% - 1)(X? +4).

Die Nullstellen von P sind:

17 _17
%, —2i.
Die allgemeine homogene Losung f, ist dann: fr(z) = c1€® + coe™ + c3cos(2x) + ¢4s8in(2z), mit

C1,C2,C3,C4 S R.

SCHRITT 2: Partikulidre Losung

In einem zweiten Schritt bestimmt man nun irgendeine beliebige (partikulare) Lésung der gegebenen
inhomogenen Differentialgleichung

Partikuldre Losung durch Ansatz nach Art der rechten Seite.

Aufgrund des Superpositionsprinzips bekommt man eine partikuldre Losung f, von y W 4+ 3y — 4y =
—3cos(r) + 20e® , indem man eine partikulire Lésung f,, von y™® + 3y” — 4y = —3cos(z) und
eine partikulare Losung f,, von y® + 3y” — 4y = 20e® bestimmt und diese beiden addiert: fr =
fon + fon:

e Zunichst zu y™® + 3y" — 4y = —3 cos(z)

Weil i keine Nullstelle von P ist (keine Resonanz), machen wir den Ansatz

[pi () = acos(z) + bsin(x).

Ableiten ergibt

[, (x) = —asin(x) + bcos(x),
[ () = —acos(x) — bsin(x),
[iN(x) = asin(z) — beos(z),
flgf‘)(a:) cos(z) + bsin(x).
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Setzt man dies in die Differentialgleichung ein, so erhdlt man —6a cos(z) — 6bsin(x) = —3 cos(z)
und damit @ = 1 und b = 0. Also
1
i) = § cos(a).

o Jetzt zu y™W + 3y" — 4y = 20e:

Weil 1 eine einfache Nullstelle von P ist (Resonanz), machen wir den Ansatz

fra(7) = 70"

Ableiten ergibt

(z)
fon (@) = 2ae” + axe”,
F9)(x) = 3ae” + aze”,
flgf) (x) = 4ae” + axe®.

Setzt man dies in die Differentialgleichung ein, so erhalt man
10ae” = 20e”

und damit a = 2. Also
fnl) = 206",

SCHRITT 3: Alle reellen Losungen
In einem dritten und letzten Schritt muss man schliellich noch die oben bestimmte allgemeine homogene

Losung und die oben bestimmte partikuldare Losung addieren:
1
f(x) = fu(z) + fo(z) = c1€” + cae™ + 3 cos(2x) + ¢4 sin(2x) + 5 cos(x) 4+ 2ze® mit ¢, ¢, 03,04 € R,

um die gesuchte allgemeine Losung der inhomogenen Differentialgleichung zu bekommen.
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Aufgabe 3 (9 Punkte)

Bestimmen Sie die allgemeine Losung des inhomogenen Differentialgleichungssystems
, 0 1 N e
Yy = Y .
-2 3 0

Aus dem charakteristisches Polynom

Losung

xa(X) =det(A - XI3) = X? —3X 42

ermittelt man die Eigenwerte 1,2 .

Die zugehorigen Eigenvektoren ergeben sich zu jeweils

1 1
Avy =1y = v = (1), Avy =209 = 1y = (2)

Die homogene Losung ergibt sich damit als

6:): 62:1: c 6:): +C 62:1:
fr(z) =1 + | = 1 ) nE c1, 00 € R
e’ 2e7 c1e” 4 2cqe™®

Die Inverse der Wronskimatrix des Systems berechnet sich dann als

er e B 2%  —e7®
W(x) - (ex 2@295) y = W(l‘) = (—6—2:1: @—295)

Damit

und integrieren liefert

Die partikuldre Losung ergibt sich als

2e2w _ er:}:
fol@) = 9 9
2e*" — 2xe ”
und damit die allgemeine Lésung des inhomogenen Systems als

f(@) = fulz) + folz) = ( c16% + cpe®t 4 2627 — g2t ) |

1% + 2c9€%® + 2% — 2xe?®

Seite 5 von 7



Apl. Prof. Dr. N. Knarr Hohere Mathematik 111 Musterlosung 20.08.2020, 120min

Aufgabe 4 (10 Punkte)
Gegeben sei die 2m-periodische Funktion f: R — R durch

f(z):= g fir = € (0, 27).
a) (2 Punkte) Skizzieren Sie den Graphen auf dem Intervall (—4, 47];

b) (6 Punkte) Bestimmen Sie die reelle Fourierreihe von f.

¢) (2 Punkte) Bestimmen Sie fur alle z € (—4m,47) den Grenzwert der Fourierreihe.

Losung
a) Skizze:
)
—Ar —27 2m 4 o
b) Die Koeffizienten folgen durch Integration:
(1)
27 2m 2T
1 1 1 [2? 1 472
ao——/f(x)dx:—/zdx:—m— =T
™ m™J 2 T 4], T 4
(2)
27 27
1 1
a, = —/f(x) cos(nz)dr = — / g(:os(m:)da:
T T
0 0

— 217r ([ix sim(n:z:)K7r — 771 sin(n:v)dac)
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(3)

21 2m
1 1
b, = —/f(x) sin(nz)dr = — / fsm(nm)dx
T T
0 0
1 1 m 1
= — ({—x cos(nx)} - —cos(na:)dx)
21 0 0 n
1 2 1 2m
=5 (—; -0+ [2 Sin(nx)}o )
1 2
- <—7T—0+0—0>
2m n
e
- 21n
_ 1!
=

(4) Die Fourierreihe von f ist

g i SlIl nm

¢) Die Funktion f ist stetig differenzierbar in den Intervallen ((27n, 2w (n + 1)) (n € Z) mit endlichen
links- bzw. rechtseitigen Grenzwerten sowohl fiir f als auch f” in allen Punkten {27n|n € Z}. Da
die Funktion f insbesondere stetig ist in (27n,27(n+ 1)) (n € Z), konvergiert die Fourierreihe
in diesem Bereich also gegen f(x).
In den Punkten 2y € {—27,0,27} hingegen macht f einen Sprung der Hohe 7, sodass sich der

Grenzwert dort berechnet als

1( lim f(x)+ lim f(z )) ;(O—F?T)I;T.

2 r—xo+0 x—xo—0
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