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Bitte beachten Sie die folgenden Hinweise:

Bearbeitungszeit: 180 Minuten
Zugelassene Hilfsmittel: 4 Seiten DIN A4 eigenhéndig handbeschrieben
Bearbeitungen mit Bleistift oder Rotstift sind nicht zulissig!

In den Aufgaben 1-6 werden nur die Endergebnisse gewertet. Diese sind in die vorgegebenen
Késten einzutragen. Nebenrechnungen sind hier nicht verlangt und werden bei der Bewertung nicht

beriicksichtigt.

In den Aufgaben 7-15 sind die vollstédndigen Losungswege mit allen notwendigen Begriindungen
anzugeben. Die Bearbeitung dieser Aufgaben nehmen Sie bitte auf gesondertem Papier vor. Beginnen
Sie jede Aufgabe auf einem neuen Blatt. Schreiben Sie Thren Namen und Thre Matrikelnummer auf

jedes abgegebene Blatt.

Folgende Ableitungen, Stammfunktionen und Funktionswerte konnten Sie ohne weitere Herleitung

verwenden. Alle anderen Ableitungen und Stammfunktionen miissen begriindet werden.
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Die Priifungsergebnisse werden voraussichtlich ab dem 16.04.2021 iiber das Campus-System der

Universitiat Stuttgart (https://campus.uni-stuttgart.de/) bekannt gegeben.

Hinweise fiir Wiederholer:
Wer diese Priifung als Wiederholungspriifung schreibt und nicht besteht, ist selbst dafiir verantwortlich
sich zu erkundigen, ob er eine zugehotrige miindliche Nachpriifung erhélt, und sich gegebenenfalls

beim Priifer anzumelden. Diese Anmeldung hat bis zum 30.04.2021 zu erfolgen.
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Aufgabe 1 (1+41+2=4 Punkte) Gegeben sei die Funktion f: R — R, z — f(x) := 3sin(z) + cos(2x — 7).

Bestimmen Sie die Ableitungen

fi(x) = 3cos(x) — 2sin(2z — 7)

f(z) = —3sin(z) — 4 cos(2z — )

und das Taylorpolynom der Stufe 2 zum Entwicklungspunkt xy = 7:

To(f,x,7) = 200 —7m)?=3(x—7m) — 1

Aufgabe 2 (2 Punkte)
Sei fiir ein beliebiges a € R die Matrix A gegeben. Berechnen Sie die Determinante der Matrix A

a l—a
A= , det A = a(2a — 1)
a a
Fiir welche Werte a € R ist die Matrix A nicht invertierbar? a € { 0, % }
Aufgabe 3 (1+1=2 Punkte)
Gegeben sei die Matrix
—1 1
A =
2 3
(a) Geben Sie das charakteristische Polynom der Matrix A an: xXa(A) = A2 —2)\—5

(b) Berechnen Sie die beiden Eigenwerte A;, A von A:

AL = 1-+6 Ay = 1+6

Aufgabe 4 (3 Punkte)
Gegeben sei die Funktion f: R® = R, f(z,y, z) = sin(2zy®) — 2%y.

Bestimmen Sie die folgenden partiellen Ableitungen:

of — 3 3 of _ 2 3 2
e (x,y,2) = 2y cos(2zy?) By (x,y,2) = 6xy® cos(2xy”) — =

of
E(‘rayWZ) - —2y2
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Aufgabe 5 (1+2=3 Punkte) Berechnen Sie die Grenzwerte:

|
O W~

Aufgabe 6 (4 Punkte)

Berechnen Sie Entwicklungspunkt z; sowie Konvergenzradius p der folgenden komplexen Reihen:

Reihe 20 p

o0

Zn!(z—i—?—\/gi)n —2 4 /3 0

n=0

i(%—l)n 2 2

Aufgabe 7 (141+4=6 Punkte)
Gegeben sei die Funktion

(b)
(c)

1
[iRP =R, (2y) = floy) = 52" +y° — 2%y,

Berechnen Sie den Gradienten V f(x,y).
Berechnen Sie die Hesse-Matrix Hy(z,vy).

Bestimmen Sie alle kritischen Stellen von f(x,y) und klassifizieren Sie diese (Minimum, Maximum,
Sattelpunkt).

(b)

Durch Ableiten nach x und y erhélt man den Gradienten:

r —2xy
Vfx,y) =
2y — 12

Indem man den Gradienten weiter ableitet, erhélt man die Hesse-Matrix:

1—-2y —2z
—2x 2

Zur Berechnung der kritischen Stellen muss der Gradient gleich null gesetzt werden und das resultie-

rende Gleichungssystem gelost werden.

r—2zy\ , [0

2y — 2° 0
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Umformung der zweiten Gleichung fiithrt zu y = %xQ, einsetzen dieser Gleichung in die Gleichung 1
ergibt:
-2 =r(1-2%)=0
Somit gilt 7y = 0 oder
1-2*=0 und damit Tog = 1.

Insgesamt erhalten wir also die drei kritischen Stellen Py = (0,0), P, =(1,3), P3=(-1,1).

Zur Klassifizierung der kritischen Stellen miissen diese in die Hesse-Matrix eingesetzt werden, dadurch

erhalt man:
Hf<0’0) - ) Hf(L%) = ) Hf(_L%) =

Es muss noch bestimmt werden, ob diese Matrizen positiv definitiv, negativ definit oder indefinit

sind. Berechnen der Determinanten liefert:
det H;(0,0) =2,  detHy(1,5)=—4,  Hp(-1,1)=—4

Damit folgt:
e P, =(0,0) ist ein Minimum, da die Determinante positiv und der erste Matrixeintrag positiv
ist.

e P, und Pj sind Sattelpunkte, da die Determinanten negativ sind.

Aufgabe 8 (2+2=4 Punkte) Berechnen Sie die Grenzwerte:

(a)

. xsin(x) >~ 1 1
lim ——— Z_
n=1

(a)

(b)

Da Zahler und Nenner beide gegen 0 konvergieren, kann man (zweimal) den Satz von 1'Hospital

anwenden:
: : , : . ,
lim xsin(x) _ (xsin(z)) — lim sin(z) + x cos(x) — lim (sin(z) + z cos(x))
z0e? —x—1 2-0(e® —x—1) 250 et —1 =0 (e — 1)
— lim 2 cos(x) — xsin(x) _2_ 5
x—0 er 1
Es handelt sich um eine Teleskopreihe: Die Terme i, %, ... kiirzen sich weg. Daher gilt:

o)

1 1 1
2 Thas xd
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Aufgabe 9 (2+2+2=6 Punkte) Untersuchen Sie die folgenden Reihen auf Konvergenz und absolute

Konvergenz:
@S (E) o ey () 3 ot

(a) Anwendung des Wurzelkriteriums liefert:

o 2n2 \" , 2n? ‘ 2
qﬂ:nso\/l(—l) (1) It

Damit folgt die Divergenz der Reihe.

Die Reihe ist also weder konvergent noch absolut konvergent.

(b) Anwendung des Quotientenkriteriums liefert:

- an| o (1) R +3n+3n4+1 1424 B4 ]
g = lim = lim ———— = lim = lim =~ < 1.
n—00 |an‘ n—oo n32n+l n—00 n32 n—00 2 2

Damit folgt die absolute Konvergenz der Reihe.

Aus der absoluten Konvergenz folgt daher auch die Konvergenz.

(c) Es handelt sich um die alternierende harmonische Reihe.

Z cosq(lﬂn) _ Z(_l)n

n=1

S|

Da die Folge alternierend und streng monoton fallend ist, konvergiert die Reihe.

Da die harmonische Reihe nicht konvergiert, konvergiert die gegebene Reihe nicht absolut.

Aufgabe 10 (3 Punkte)

Bestimmen Sie die Losungsmenge £ C R3 des Gleichungssystems Ax = b mit:

1 -1 3 2
A=l 2 -2 6|, b= 4
—1 1 -3 —2
Anwendung des GauB-Algorithmus:
1 -1 3 2
[A]|b] = 2 -2 6 | 4 | Zy—27
11 =3l 22| z+2
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1 -1 3 2
<~ 0 0 O ‘ 0
0 0 O 0
Damit ist die Losungsmenge
2 1 -3
L= O+t | 1]+t O ||t1,t2€R

e}
e}
—_

Aufgabe 11 (2+3=5 Punkte)

Berechnen Sie die folgenden Integrale:

(a) / 22 In(z) da (b) /0 1#@

(a) Partielle Integration (u = In(z), v = z?) liefert

/ﬁ In(z) dz = [m } /— L

[m( )5} —g/x do = {m(x)%s—%g].

(b) Substitution von u =2+ 23, 9% = 322 liefert

/(zmd dx_/@d“_{_%}

_[ 6+3x3}

Zum Schluss folgt mit Einsetzen der Integralgrenzen

/1 2 (R L L1

0o (24 23)° 6+3z3], 9 6 18

Aufgabe 12 (2+1=3 Punkte)

Es seien 1000 Euro zu 10% Jahreszins angelegt und als Zeiteinheit wird 1 Jahr gewihlt. Es sind jahrlich 50

Euro Kontofithrungsgebiihren fillig, die zwischen den vollen Jahren abgerechnet werden.

(a) Wie sieht die Kapitalfunktion K (t) aus? Vereinfachen Sie das Ergebnis.
(b) Berechnen Sie die Wachstumsrate Ry (t).

(a) Die Kapitalfunktion ist

1.1 —1 1.1" -1
50 = 1000 - 1.1* —
1.1-1 0.1

= 1000 - 1.1" — (1.1" — 1) - 500 = 500(1.1" + 1).

- 50

K(t) =1000-1.1" —




PD Dr. Iryna Rybak Mathematik fiir Wirtschaftswissenschaftler Musterlosung 17.03. 2021

(b) Die Wachstumsrate ist

K'(t)  500In(1.1)1.1° 1.1t
= = In(1.1) :
K(t) ~ 500(L1f+1) 11+ 1

Ri(t) =

Aufgabe 13 (4 Punkte)

Berechnen Sie den Fldcheninhalt A der Fliche die zwischen den Graphen der Funktionen f(x) = —3:2+3x—|-%

und g(z) = I — 2 eingeschlossen ist.

1 7
Zuerst bestimmt man die Schnittpunkte der beiden Funktionsgraphen: f(x) = g(z) <= —m2+3x+§ =572

hat die Losungen z; = 1 und z5 = 3. Also, liegen die Schnittpunkte bei x =1 und z = 3.

Der Fliacheninhalt A ist somit gegeben durch

A:/Ig(f(x)—g(a:)) dx:/lg(—a:2+4x—3) dz = [—%3—1—23:2—3371 =3

Aufgabe 14 (4 Punkte)
Fiir z € C ist die folgende Ungleichung gegeben:

|z — 2i] <1
|z —4] ~

Skizzieren Sie die Losungsmenge. Geben Sie den kompletten Losungsweg an.

Zuerst wird die Ungleichung umgeformt, so dass kein Bruch mehr in der Ungleichung steht

|z — 2i| <1
|z —4] ~
-2 < o4

Setze z := a + tb mit a,b € R und quadriere beide Seiten

la +ib— 2i|* < |a +ib— 4
a4+ 0% —4b+4 < a® —8a + 16 + b*
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—4b+4< —8a+16

—b+1=5 —2a+14

-b< —2a+3
b=2a—3

Damit ist die Losungsmenge {z = a +ib € C | 2a — 3 < b}. Die Losungsmenge besteht also aus allen
komplexen Zahlen oberhalb der Geraden b(a) = 2a — 3.

Im

2-Re(z) -3

Aufgabe 15 (7 Punkte)

Losen Sie das Anfangswertproblem

Hinweis: Sie diirfen —1 < u(¢) < 1 annehmen.

Umstellen der Gleichung und Trennung der Variablen, d.h. Teilen durch 1 — (u(t))? liefert
Integrieren beider Seiten ergibt:

Die rechte Seite ist

/1w:m.

Die linke Seite berechnen wir mit Partialbruchzerlegung

1 1 1 1 1 1 1+u
/1—u2du 2/<1—u+1+u) du [ 2n| u|—1—2n| +u|] [n ‘1—u

Da —1 < u(t) <1, bekommen wir insgesamt

1+ u(t)
1 — u(t)

—t+C. (1)
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Die Integrationskonstante C' ldsst sich durch die Anfangsbedingung u(0) = 0 bestimmen

Wir 16sen (1) nach u auf:

Alternative Losung:

Umstellen der Gleichung und Trennung der Variablen, d.h. Teilen durch 1 — (u(t))? liefert

Integrieren beider Seiten ergibt:

Die rechte Seite ist

/1d—1/1+
1—w2 T2 \12y

1+ u(0)
1 —u(0)

14 u(t)

1—ut)

u'(s)

A}T?K$5

¢
/1d8:[8]6:t.
0

Die linke Seite berechnen wir mit Partialbruchzerlegung

Beriicksichtigen der Grenzen und —1 < w(t

|
/ du = [ln
o 1 —u?

Mit (2) erhalten wir

Wir lésen (3) nach u auf:

1+ u(0) 1+ u(t)
1—uO 1—ut

=0+C = C=0

t
ds:/ 1 ds.
0

1 1 1
1—|—u> du = [—51n|1—u|—|—§ln\1+u\}: [ln ‘
) <1 liefert
l—l—u 1+ u(t)
1 — u(t)
1
L)
1 — u(t)
1+ u(t) et —1
=t <= t) =
1 —u(t) ult) et +1




