Apl. Prof. Dr. N. Knarr Hohere Mathematik 111 Musterlosung 03.03.2021, 120min

Aufgabe 1 (9 Punkte)
Seien die Pyramide 7' C R? und das Vektorfeld f : R?® — R? gegeben durch

eV + 2z
T = {(:v,y,z) eER*:0<z,y,zund z +y+ 22 < 2}, flz,y,2) = | 3oy + 2
2%y —5
a) (2 Punkte) Bestimmen Sie die vier Eckpunkte und das Volumen von 7'
b) (2 Punkte) Berechnen Sie div f und rot f.
c¢) (b Punkte) Berechnen Sie den Ausfluss A(f,0T).
Losung

a) Mit Hilfe einer Skizze oder durch Schneiden von z + y + 2z = 2 mit den Koordinatenachsen
ermittelt man die Eckpunkte

Fiir das Volumen ergibt sich

div f = 01 f1 + Oz fo + O3 f3 = 3,

Oz f3 — O3 fo 2?1
rot f = | 0sf1 —Oufs | = [2— 2wy
Oifa — 02 fu 3y — €Y

A(f,(‘)T):///Tdivfdzdydx
:/02/023:/01;% 3rdzdydx

2 2—x 1—-Z_Y
= 3$/ (2], 2 *dydx
0 0

2 2—x
= 3x/ 5 — sdydx
0 0
- 23:1; (1—2)y— 1 2}2_%1;:/231:((1 )2 —a) 12— 2)* ~0)de
0 5y — 1Y 0 0 2 1
2 2
= 320 2—-2x+ 5‘; - 4x+x))dx:/ 3x(§—x+1)dx
0 0

2
/ 22— 32% + 3z dx
0

=[32'—2®+ 327 =3-8+6

[
= 1.

Seite 1 von 7



Apl. Prof. Dr. N. Knarr Hohere Mathematik 111 Musterlosung 03.03.2021, 120min

Aufgabe 2 (10 Punkte)

Berechnen Sie alle reellen Losungen der Differentialgleichung

Y + 2y — 3y = 2" + 65sin(2x).

LOosung

SCHRITT 1: Homogene Gleichung
Das charakteristische Polynom P(X) der DGL y" 42y —3y = 0 ist P(X) = 2*+2x—3 = (z+3)(z—1).
Die Nullstellen von P sind —3 und 1.

Die allgemeine homogene Losung f;, ist dann: fi(z) = c1e® + coe™*

s mit C1,Co € R.

SCHRITT 2: Partikuliare Losung

In einem zweiten Schritt bestimmt man nun irgendeine beliebige (partikulire) Losung der gegebenen

inhomogenen Differentialgleichung.

Partikuldre Losung durch Ansatz nach Art der rechten Seite.

Aufgrund des Superpositionsprinzips bekommt man eine partikuldre Losung f, von y"” + 2y’ — 3y =

T

2e73" + 65sin(2z) , indem man eine partikuldre Losung f,, von y” + 2y’ — 3y = 2¢ " und eine

partikuldre Losung f,, von y"” 4+ 2y' — 3y = sin(2x) bestimmt und diese beiden addiert: f, = f,, +
f p2-

e Zunichst zu 3" + 2y — 3y = 2e73%:

Weil —3 eine einfache Nullstelle von P ist (Resonanz), machen wir den Ansatz

fo(@) = cale™™

Zweimaliges Ableiten ergibt

fp(x) = e (c = 3ca),

f(z) = 3ce™* (3 — 2).

Setzt man dies in die DGL ein, so erhilt man
—4ee3 = 273

und damit ¢ = —%. Also

fral) = =5
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e Nun zu y” + 2y’ — 3y = 65sin(2z)

Weil 2i keine Nullstelle von P ist (keine Resonanz), machen wir den Ansatz
Ips () = acos(2x) + bsin(2z).
Zweimaliges Ableiten ergibt

fr,(x) = —2asin(2x) + 2bcos(2z),

I (z) = —4acos(2x) — 4bsin(2x).

p2

Setzt man dies in die Differentialgleichung ein, so erhalt man (—7b—4a) sin(2x)—(7a—4b) cos(2z) =
65 sin(2z) und damit a = —4 und b = —7. Also

fpi () = —4cos(2z) — Tsin(2x).

SCHRITT 3: Alle reellen Losungen
In einem dritten und letzten Schritt muss man schlieflich noch die oben bestimmte allgemeine homogene

Losung und die oben bestimmte partikuldre Losung addieren:
1
(@) = fu(@) + fo(z) = c1e” + coe ™ — §xe_3$ — 7sin(2z) —4cos(2x) mit ¢y, o, € R,

um die gesuchte allgemeine Losung der inhomogenen Differentialgleichung zu bekommen.
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Aufgabe 3 (11 Punkte)

1 2 1 1
A= y vy = y Vg (= A’Ul = .
-2 =3 0 -2

Wir betrachten das Differentialgleichungssystem

Gegeben seien

y = Ay. (1)

a) (7 Punkte) Bestimmen Sie die Losungen yi,y2: R — R? von (1) mit y;(0) = v; und y(0) = vs.

b) (4 Punkte) Bestimmen Sie eine partikuliare Losung des inhomogenen Differentialgleichungssys-

tems

mit h(x) = (e:)‘

Losung

y = Ay + h(z),

a) Wir berechnen

Offensichtlich gilt

-3 1 1
A2U1: (4) :_2( 2) - (0) :—21)2—@1:—2141}1—7)1.

Sei f(X) = X?+2X + 1. Dann gilt also f(A)v, = 0. Mithilfe der Mitternachtsformel findet man
die doppelte Nullstelle —1 von f. Die Funktionen

—x

gi(x) =e7*,  ga(x) = we

bilden also ein Fundamentalsystem der linearen Differentialgleichung f(D)y = 0. Fir die Wrons-

kimatrix dieser zwei Funktionen berechnet man

Insbesondere gilt

M(O) = ( g) |

Die Transponierte der unteren Dreiecksmatrix M (0) und seine Inverse sind
1 -1 -1 11
M) = , MO)") = .
(0) (O 1) (MO)T) (01)
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Wir schlussfolgern, dass

(@) = (o | Avy) ((0)7) (ZE;) - (; _12) (; 1) ()

eine Losung des Differentialgleichungsystems (1) mit y;(0) = vy ist.

ya() = gl () = (“ - 2@”)

2(x — 1)e™®

2z +1)e™™
—2ze™”

Die Ableitung

ist eine Losung des Differentialgleichungssystems (1) mit y(0) = Avy = vs.
Da v; und vy linear unabhéngig sind, bilden y; und ys ein Fundamentalsystem von (1). Seine
204+ 1)e™™ (1 —2zx)e™®
i - (@D (=20
—2ze™®  2(x—1)e "

Zur Berechnung von W (z)™! benutzen wir die Beziehung W (z)™! = W (0)™'W (—z)W(0)~!. Die

Inverse der oberen Dreiecksmatrix

Wronskimatrix ist

Wir erhalten

W(x)*l — W(0)71W(—QZ)W(O)71 _ (1 % ) ((1 —2x)e® (14 2x)e” ) (1 ;1)

2re” —2(x + 1)e”

Jwer ()= ) ()= (2)

Durch Integration erhalten wir als eine mogliche Wahl

w0 (1) - ()

des inhomogenen Differentialgleichungssystems.
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Aufgabe 4 (10 Punkte)
Es ist die 2m-periodische Funktion f mit

flz)=n—afirz e (—m, 7
gegeben.

a) (2 Punkte) Skizzieren Sie den Graphen von f auf dem Intervall [—2m, 27].
b) (6 Punkte) Bestimmen Sie die reelle Fourier-Reihe von f.

¢) (2 Punkts) Bestimmen Sie fiir alle z € [0, 27| den Grenzwert der Fourier-Reihe.
Losung

a) Skizze:

2

-2 - ™ 2

b) (1) Fiir ag errechnet man:

T

ag :71r / f(x)dx = 71r ](71’ —z)dxr = 71r [m: - ;xﬂ :r = l(27r2) = 2.

—T —T

(2) Die Koeffizienten a,, fiir n > 0 folgen durch Integration:

m m

an :71r / f(z) cos(nz)dx = 71r /(7r — z) cos(nz)dx
= {(7? —x)- n17r sin(nx)]:rﬂ — [ —nlﬂ sin(nz)dx = 0.

—T

(3) Die Koeffizienten b, fiir n > 0 folgen durch Integration:

m m

by, :71r / f(z)sin(nz)dx = 71r /(7r — z) sin(nz)dr =
= [—(7? —x)- nlﬁ cos(mc)}ir - [ nlw cos(nx)dx

— L omyyn - {1 sin(nx)r _ 2=

n2m o n
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(4) Die Fourier-Reihe von f ist

(="

n

sin(nz).

f@) o+ 2y

c) Die Funktion f ist stetig und stiickweise stetig differenzierbar mit endlichen rechts- und links-
seitigen Grenzwerten fir f und f in allen Punkten von [0,27] \ {7}, deshalb konvergiert die

Fourier-Reihe in diesen Punkten gegen f(x).

Im Punkt 7 macht f einen Sprung der Hohe 27 und die Fourier-Reihe konvergiert gegen das

arithmetische Mittel von links- und rechtsseitigem Grenzwert. Es gilt also

lim f(x) = 1 ( lim f(z)+ lim f(x)) =T.

T—T 2 \z—m+0 z—7—0
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