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Modulpriifung zur Hoheren Mathematik 3

fiir kyb, mecha, phys

Nachname, Vorname Matrikelnummer

Es gibt 10 Aufgaben mit insgesamt 60 Punkten. Die Bearbeitungszeit betragt 180 Minuten.

Es sind keine Hilfsmittel auBer 2 DIN A4 Seiten einseitig (oder 1 DIN A4 Seite doppelseitig) hand-
beschriebener Formelsammlung zugelassen.

In allen Aufgaben zdhlen Rechenweg und Begriindungen. Benutzen Sie hierfiir Ihr eigenes Papier,
versehen Sie jedes Blatt mit Namen und Matrikelnummer und beginnen Sie jede Aufgabe auf
einem neuen Blatt.

Aussagen aus Vorlesung und Ubungen diirfen dabei verwendet werden, sofern sie nicht Gegenstand
der Aufgabe selbst sind.

Abgaben mit Bleistift, sowie Abgaben in roter oder griiner Farbe werden nicht gewertet.

Legen Sie alle Blatter, die Sie abgeben mdchten, am Ende des Bearbeitungszeitraumes in das Um-
schlagblatt.

Den Inhalt der folgenden Tabellen kénnen Sie ohne weitere Herleitung verwenden. Zur Hilfe bieten
wir lhnen folgende Ubersicht.
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» Fiillen Sie zunachst die oben stehenden Kastchen aus. Viel Erfolg bei der Prifung!
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A 1. [34+1+43 Punkte] Wir betrachten die Differentialgleichung

4 =2
"= A zur Matrix A= .
J = Ay (2 ) )

(a) Bestimmen Sie alle Eigenwerte und Eigenvektoren von A.
(b) Bestimmen Sie die allgemeine komplexe Lésung yc von 3y’ = Ay.

(c) Verwenden Sie (b), um die zugehérige allgemeine reelle Losung yr zu bestimmen.

Losung: (a) Das charakteristische Polynom lautet
pA(N) = det(A— ) = (4 —\)%+4,

woraus man direkt die beiden Eigenwerte
Arjg =4+2i

ablesen (oder berechnen) kann. Man bestimmt nun zwei zugehérige Eigenvektoren vy, vo mittels der

linearen Gleichungssysteme
21 -2
Av — (4 +21) v = i Jv=0
2 F2

() ()

(b) Die allgemeine komplexe Lésung yc ist dann sofort gegeben durch

und erhalt dabei z.B.

yo(x) = Cle(4+21);r (i) + 026(4—2i)$ (—11> ’ Cy,Cy € C.
(c) Mit der Euler-ldentitat folgt daraus dann
ye(z) = Cre?®(cos 2z + isin 2z) <1> + Cye?(cos 2z — isin 2z) <_11>

Ol (i cos 2x — sin 2x> 4 Chele (—icos 27 — sin Qx)
=L1e 2€

cos 2x + isin 2z cos 2x — isin 2x

—sin 2 —sin2
— Cpele sin 2z L C?S 2z 4 Cyele sin2z) c?s 2z
cos 2x sin 2x cos 2x sin 2z

und daraus die allgemeine reelle Lésung

—sin 2 2
yr(z) = cret® ( St x) + cpe?® (COS x) , c1,c2 € R.

cos 2x sin 2x

A 2. [142+41 Punkte] Wir betrachten die durch
u(x,y) = e®cosy + e¥ cosx

gegebene Funktion u : R? — R.
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(a) Ist u harmonisch?

(b) Wir identifizieren nun wie in der Vorlesung C mit R? und schreiben z = = +iy. Bestimmen Sie
eine Funktion v : R? — R, so dass die Abbildung f : C — C mit

[z +iy) = ulz,y) +1v(z,y)

holomorph auf ganz C ist.

(c) Schreiben Sie f als Funktion von z.

Losung: (a) Ja, denn es ist
Au(z,y) = O*u(z,y) + 8§u(x,y) =e"cosy —eYcosz —e cosy+e?cosz=0.
(b) Beziiglich uw muss v die Cauchy—Riemann-Differentialgleichungen erfiillen, d.h.

Oyv(z,y) = Oyu(z,y) =e”cosy —eYsinz, sowie

Opv(z,y) = —0yu(z,y) = e“siny — e? cosz.
Integration nach y bzw. x liefert dann die Gleichung
/8yv(a:,y) dy =e®siny — e¥sinz + C(x) = e siny —e?sinz + Ca(y) = /8xv(:n,y) dz,
also C1(z) = ¢ = C2(y) mit beliebiger Konstanten ¢ und somit z.B.
v(z,y) =e®siny —e?sinz.
(c) Mit Teilaufgabe (b) gilt

f(z) =e®cosy+eYcosx +ie“siny —ieYsinx

e? (cosy +isiny) +e¥ (cosz —isinx)

exely + eyeflx

=e“+e "

A 3. [7 Punkte] Berechnen Sie das Integral

oo JJQ
Y
[m1+$4 .

mit Hilfe des Residuensatzes. Wahlen Sie dazu einen geeigneten geschlossenen Integrationsweg
und begriinden Sie insbesondere, weshalb I = ¢ f(z) dz gilt.
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Losung: Wir wahlen als geschlossenen Integrationsweg ~ einen Halbkreis vp mit Radius R > 0 in der
Halbebene Im z > 0 verkniipft mit dem Streckenstiick [— R, R] auf der reellen Achse, d.h.

Y=9rU[-R, R

und betrachten spater dann den Grenzwert R — o0.

Von den vier Singularitaten YR
it ijm V2 V2, ,
ZJ:eXp<4—|—2)::|:2:|:2l, ]:0,1,2,3
der Funktion
52
&) =1z

liegen nur zg und z; in der oberen Halbebene und
sind dabei Pole der Ordnung N = 1 mit zugehérigen
Residuen

2 2
z zh

Res(f, zp) = lim (z — 2p) — 23) - (20 — 21) (20 — 22) (20 — 23)
2

(%1 (8B (£ fi- (7 8) (F - 8- (49
B 3(1+1)? B i 1 11 (1-1)
CV2(V2HVE)VE 2VR-2V2 22 1T 42

und analog ) ,
_ “1 _ 1
Res(f, z1) = o —20) (=22 (51 = %) = 4\@( 1—1i).

Der Residuensatz liefert nun (beachte, dass Umlaufzahl = 1)

. . 1 . i s
[yf(z) dz = 27i(Res(f, z0) + Res(f, z1)) = 2xi <4\/§ : (—21)) = —— =

Wir zeigen nun, dass das Integral

LRf(z)dz

fir R — oo verschwindet: Wir wahlen eine Parametrisierung von vr
g :[0,7] = C, ~g(t) = Re'

und nutzen diese (mit R > 1) fur die Abschitzung

z2)dz| < L - max z
[ ez < Lim) - max 17(2)
R202it TR3
§7rR~tr§(zi>;] 1+ Riedit - Rt -1 — 0 (R=o0)

Es folgt -
7 —/Vf(z)dz—/WRf(z)dz+/[_R’R] f(w)dx—>0+/_oof(:n)dw.
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A 4. [442 Punkte] Sei 0 < a < m. Wir betrachten die Funktion f : (—m, 7] — R mit

fa) = {21(1 fir || < a,

0 fir—m7<zx<-—q oder a<zg<m.

(a) Berechnen Sie die reelle Fourrierreihe der 27-periodischen Fortsetzung von f.
(b) Nutzen Sie die Fourrierreihe aus (a), um den Wert der Reihe

[e'e) .
Z S na

n=1 n

zu bestimmen.

Losung: (@) Wir bezeichnen die Fortsetzung von f wieder mit f. Da f eine gerade und reellwertige
Funktion ist, gilt b, = 0 und deshalb kann ihre Fourriereihe durch

oo
ag + Z 4y, COSNIT

n=1

dargestellt werden. Dabei ist

ao = — 2ﬂf(0)d0—1(/a1d0+ " 1d9)
07271' 0 2 \Jo 2a Im—a 24
SEWEA SO
27 \2a 2a 2a Y
sowie
_ 1 2Wf(&)cos( 0)d¢9—1< aicos( 0)do + 7 iCos( 9)d9>
an_w 0 " 1 \Jo 2a " 2r—a 20 "

Dies kann direkt berechnet werden. Da der Integrand gerade und 27-periodisch ist, gilt aber sofort

ap =— [ —cos(nf)dfd = — |—sin(nh)

T Jo 2a Ta [n

2 ro 1 1 [1 ]‘1 sin na

0 m™na

und damit

1 >, sinna
flz) ~ %—l—ngl — - cosnz

(b) Da f Lipschitz-stetig in einer Umgebung der 0 ist, folgt (in einer etwas kleineren Umgebung) die
gleichmaBige Konvergenz der Fourierreihe und somit insbesondere

1 f(O) 1 +isinna 0 1 1 isinna
— = = — cos0 = — + —
2a 2T = mna 2T Tma — n

i sin na 1 1 T—a
=ma|——— ] = )
n 2a 27 2
n=1

und damit

A 5. [5+1+3 Punkte] Betrachten Sie zu a,b > 0 die Menge

2 2
o 2 2 . T Y
Mmb._{(y) €R’: 5+ 3 <4}.

5
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(a) Nutzen Sie das Vektorfeld w(z,y) = 1 (x,y)”, um mit Hilfe des Satzes von
Ostrogradski-Gauss den Flacheninhalt von M, zu berechnen.

(b) Sei weiter Z := My 1 x [—1,1] C R3. Skizzieren Sie Z.
(c) Sei ferner das Vektorfeld v : R® — R? gegeben durch

v(z,y,2) = (22,5%,y°)".
Berechnen Sie [y, v - dA.

Losung: (a) Der Satz von Ostrogradski-Gauss ("Gauss in R?") angewandt auf unsere Menge M, ;, lautet

. -1
/ dlvde:—/ w-ds
Mgy OMg

wobei hier
1

2
gilt; das linke Integral ist also genau der Flacheninhalt von M, ;. Zur Berechnung der rechten Seite
parametrisieren also zunichst die Ellipse OM, ;, durch v : [0, 27] — R? mit

divw = 0w + 0ywa = -(1+1) =1

v(t) = (2acost, 2bsint)”.

. .
Damit ergibt sich w - ds™ wegen ds= = (—dy, dz)’ zu

1/(2 t —2b t
= oSt —2ab(cos® t +sin?t) = —2ab
2 \ 2bsint —2asint

und damit

. 27
1dA:/ divwdA:—/ w-ds = [ 2abdt = dmab.
b Ma?b 8Ma’b 0

‘Ma,b‘ :/
M,

(b) M, ist eine Ellipse mit Langen der Halbachsen 2a und 2b, M; ; ist daher ein Kreis mit Radius 2 und
Z folglich ein Zylinder mit Radius 2 und Héhe |[—1, 1]| = 2. (In der Skizze muss nur erkennbar sein, dass
es sich um einen Zylinder handelt.)
(c) Fiir den Integralsatz von Gauss

/divvdV:/ v-dA
Z oz

dive = 2+ 2y.

berechnen wir zunachst

Da in Zylinderkoordinaten y = rsin ¢ gilt, folgt mit dem Transformationssatz dann

. 1 2 pon
/ v-dA:/ 2+2de:2\Z|+/ / T/ (2rsin ) depdrdz.
0Z Z —-1J0 0

Da das Integral iiber die Winkel verschwindet und das Volumen des Zylinders |Z| = A-h =47 -2 =8~
ist, folgt
/ v-dA =2|Z| = 16
0z
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A 6. [3+3+2 Punkte] Gegeben sei die Funktion

z+2

S Py

(a) Bestimmen Sie die Polstellen von f und die zugehérigen Residuen.

(b) Gegeben seien die Wege

1 [07 1) — (Ca Wl(t) = e47rit’
v2:0,1) = C,  7o(t) = 4e'™.

Skizzieren Sie beide Wege und die Polstellen in ein gemeinsames Schaubild. Berechnen Sie die
beiden Integrale

() [ )4z (i) [ F(z)dz.

pa! 2

(c) Entwickeln Sie die Funktion in zp = —2 in eine Potenzreihe und geben Sie den
Konvergenzradius an.

Losung: (a) Die Polstellen von f sind gegeben durch z12 = —2+£1, die zugehdrigen Residuen sind
damit

z4+2 1
Res(f,—2+1) = ——— T 9
(f ) 2+ 24ilm 9y 2
z+2 1
es(f, i) 24+2—1l, 93 2
(b)
21
. 72

N
N

Das Integral tber 7 ist null, da f in B2(0) holomorph und der Weg geschlossen ist. Fir das Integral
iber v verwenden wir den Residuensatz und erhalten wegen der Umlaufzahl 2 damit

/ £(2)dz = 2ri(2Res(f, —2 + 1) + 2 Res(f, —2 — 1)) = 4.
Y2
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(c) Fir die Potenzreihe erkennen wir, dass die Funktion auf (z + 2)-mal eine geometrische Reihe
zurtickgeftihrt werden kann, d.h.

[e.e]

z+2

=(z —(z 2)k
1_(_(Z+2)2)—( +2)1;)( (z+2)%)
(z+2) i z+2
k=0
i Bz 4 2)2+1,

Mit dem Konvergenzradius der geometrischen Reihe sieht man, dass der Konvergenzradius 1 ist.

A 7. [4 Punkte] Bestimmen Sie mit Hilfe der Laplacetransformation die Lésung f der
Differential-Integralgleichung

— 4/ Ndy,  f(0)=1.

Losung: Wir wenden die Laplacetransformation £ auf die Differential-Integralgleichung an und
verwenden die Notation £[f](\) =: F'()). So erhalten wir durch Anwendung des Differentations- sowie
des Faltungssatzes

4F ()
AN — F(0) = ——=
- F0 =355,
wobei wir verwendet haben, dass
1
—3x
Ll =575

gilt. Umformen liefert

T AN+3

und somit via Partialbruchzerlegung

A3 4 |
N =1 5020 "5t

Damit ergibt sich durch Riicktransformation als Lésung

4 1
f(z) = 369[: + 56_4””.
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A 8. [14+4 Punkte] Gegeben seien die Menge
M={(z,y) ER* : 1<ye ™* <9 A 1<ye” <9}

und die Transformation ¢ : M — [1,9] x [1,9] mit

plz,y) = (ye :) :
ye

(a) Berechnen Sie die Funktionaldeterminante det(¢/(z,y)).

(b) Berechnen Sie den Flacheninhalt von M mit Hilfe der Transformationsformel fir
Volumenintegrale.
Losung: (a) Die Funktionaldeterminante ist die Determinante der Jacobimatrix von ¢(z,y). Es gilt

e v e

det ¢ (z,y) = det (_y ) = —2y.
ye” e”
(b) Um den Flacheninhalt von M zu berechnen, verwenden wir den Transformationssatz und erhalten
vol M :/ 1dV = / | det(o ™) (u,v)|dV.
M o1 (M)

Wir fihren die Variablen u = ye ™" und v = ye” ein. Dann gilt

1
det ¢/ (x(u, v),y(u,v))‘ N ’—zyw,v)

Damit ergibt sich fiir den Flacheninhalt von M

| det(o™") (u,0)] =

9 r9 1 9 9
volM_/l /1 o Qv =2 [Vl [V} =8

A 9. [343+1 Punkte] Gegeben sei die lineare Differentialgleichung

y/_ 2y
1— 22

—x—1=0, -l<z<l1.

(a) Bestimmen Sie alle Lésungen des zugehorigen homogenen Problems.

(b) Finden Sie eine spezielle Lésung des inhomogenen Problems.

(c) Lésen Sie die Differentialgleichung zum Anfangswert y(0) = 3.
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Losung: (a) Wir betrachten das homogene Problem

2y

/

— =0
y 1—z2

Wir betrachten den Fall, dass y(x) # 0 fir alle =1 < z < 1 ist. Mit Hilfe der Trennung der
Variablen erhalten wir fiir y #£ 0

1 2
/fdy:/ 5 dz
Y 11—z
1 1 1
—dy= [ —— d
@/y Y /1—x+1+$ o
1
< Inlyl=In +$—i—c, ceR
1—2

1
& yzclti, C e R\ {0}.

Fir den Fall, dass ein x existiert mit y(z) = 0, ist y = 0 eine Loésung. Zusammen erhalten wir die
allgemeine Loésung

1
C—i—w

C eR.
1—2’ <

Yhom () =

(b) Um eine spezielle Lésung zu finden, verwenden wir die Variation der Konstanten. Wir setzen

dazu
1+
y(z) = Cla)
in die Differentialgleichung ein und erhalten
1+2 (1-—2z)+(1+u2) 1+2 1
c’ C —-2C =1
(x)1_$+ (z) (1—2)2 (x)l—:v(l—x)(l—i—x) e

=0

und damit C’(z) = 1 — z, also zum Beispiel C(2) = z — 322. Demnach ist eine spezielle Lésung
des inhomogenen Problems gegeben durch

1 1+
yspez(x) = <$ - .%'2>

2 1—2a

(c) Die allgemeine Losung des inhomogenen Problems lautet

1 1+z
y(x) = yhom(x) + yspez(x) = (C L 21,2) o

Einsetzen des Anfangswertes liefert C' = % also ist die Losung des AWP gegeben durch

(2) <1+ 1 2)1+x
r)=|=4+z— -z .
y 2 2" ) 1=z

10
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A 10. [3 Punkte] Es sei U C C eine offene Menge, G C U ein beschranktes Gebiet mit 9G C U und
p € G ein Punkt im Gebiet. Weiterhin sei f : U — C holomorph mit der Eigenschaft

[f(P)| < minf|f(2)] : z € G}

Zeigen Sie, dass f eine Nullstelle in G besitzt.

Losung: Angenommen, f habe keine Nullstelle in G. Dann ist g = 1/ f holomorph auf G.
Weiterhin gilt

l9(p)| > max{[g(2)| : z € IG}.

Dies ist ein Widerspruch zum Maximumsprinzip. Also muss f eine Nullstelle in G besitzen.

11



