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Modulpriifung - Musterlosung

» Es gibt 10 Aufgaben. Die jeweilige Punktzahl steht in Klammern hinter der Aufgabennummer.
» Die Maximalpunktzahl ist 65.
» Die Bearbeitungszeit betragt 120 Minuten. Zum Bestehen sind 31 Punkte hinreichend.

» Es sind keine Hilfsmittel zugelassen. Verwendet werden diirfen eigene Stifte und Papier, sowie Lineal
und Geodreieck.

» In den Aufgaben sind alle Schritte zu begriinden. Dabei dirfen Aussagen, die in der Vorlesung oder
den Ubungen bereits gezeigt wurden, verwendet werden, sofern diese nicht Gegenstand der Aufgabe
selbst sind.

» Abgaben mit Bleistift, sowie Abgaben in roter oder griiner Farbe werden nicht gewertet.

» Fiillen Sie bitte zunachst die folgenden zwei Kastchen korrekt aus.

» Bitte lesen Sie alle Aufgaben aufmerksam durch.

» Losen Sie jede Aufgabe auf einem extra Blatt. Beschriften Sie jedes der Blatter mit lhrem Namen.

» Legen Sie am Ende lhre Lésungen in den Umschlagbogen.

» Viel Erfolg!
Nachname, Vorname Matrikelnummer
Korrektur:
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 by
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A 1. [5 Punkte]

Skizzieren Sie die folgende Teilmenge der komplexen Ebene:

1 1 U T
= : - > = — _
L {z e C\{0} Im( z) 2 3 A ; <argz < 2}

Losung: Sei z =z + iy mit =,y € R. Dann gilt:

1 z -~ +1y Y 1
(- =) =Im( — — ) =1 - > -
m( z) m( !z|2> m<x2+y2> 2+y? T2 ®
= 0> +9y° -2
= 1>2*+ (y—1) 2)

Dies entspricht einem Kreis mit Radius 1 und Mittelpunkt z = 7.

Imzaargz = 7
37 argz = 7
2 -
1 -
Rez
-1 1 2
A 2. [6 Punkte]
Gegeben sind die Vektoren

1 0 0

by=1| -2 1|, bo=|11], b3=1|0
2 3 1

(a) Beweisen Sie, dass B := {by, by, b3} linear unabhangig iiber R ist.
(b) Durch
T(by) := 2by, T(bs) := 3bs, T(bs) =0
ist eine lineare Abbildung 7" : R?® — R? eindeutig definiert.
(i) Geben Sie die Matrix M~"* an.
(ii) Bestimmen Sie Kern(7") und Bild(T").
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(iii) Berechnen Sie die Basiswechselmatrizen Mﬁ’g, Mlgd’B, wobei

1 0\ /0
s={lo|,[1],]o0
0/ \o 1

die kanonische Basis des R® bezeichnet.
(iv) Berechnen Sie M5*.

Losung:

(a) Angenommen
a1b1 + Oégbz + Oé3b3 =0

mit g, a1, @y € R. Also erhalt man das Gleichungssystem

o =0 o =0 o =0
—201 + a9 = 0 Qo = 0 p— Qo =0
20&1 + 30&2 +a3 = 0 3042 +a3 = 0 a3 = 0
Somit folgt @ = ay = a3 = 0 und B ist linear unabhangig. (V)
(b) (i) Esist
0 00
MEF =120 0 ©)
03 0

(i) Bild(7) = LH({T'(b1), T(b2), T(b3)}) = LH({2b2, 3b3}) = LH({b2, b3}) ,
Kern(T) = LH({b3}) . €))

(iii) Es ist
100
MEP=]-2 10 ©)
2 31
Weiter gilt
B.E e8! Louo
MEE=(Mi®) =] 2 10 ©
-8 -3 1
(iv) Nun gilt
000
EE EB BB g rBE
Mp™ = My~ - My~ - Mg~ = 200 @

12

w
]

peter.lesky@mathematik.uni-stuttgart.de
[arne.geyer, robin.lang, sam.thelin] @mathematik.uni-stuttgart.de



Priv.-Doz. Dr. P. H. LESKY

ARNE GEYER, M.Sc.

ROBIN LaNa, M.Sc. Mathematik SEITE 4 VON 11
DR. SAM THELIN fiir inf, swt, msv im WS 18 & SS 19 18. FEBRUAR 2020

A 3. [12 Punkte]

(a) Bestimmen Sie die (eventuell uneigentlichen) Grenzwerte der nachstehend definierten
Folgen (x,):

2v/n3 + 3n3
2n3 —Tn+1

(i) z, = (i) 2, = Vnt —n2 —nt +n32

(b) Gegeben ist die Rekursionsvorschrift

1 10
oy — Q(an + an) firn € N, (%)
(i) Beweisen Sie: Ist a,, € R mit a,, > 0, dann folgt a,,11 € R mit a,,; — /10 > 0.

(i) Nun sei a; = 10 und a,, fir n > 2 durch (x) definiert. Beweisen Sie durch vollstandige

Induktion, dass a,, > /10 fir n € N gilt. Insbesondere ist die Folge (a,) sinnvoll
definiert.

10
(iii) Beweisen Sie, dass — < a,, fiir n € N gilt.
an

(iv) Beweisen Sie, dass (a,) streng monoton fallt.
(v) Warum ist die Folge (a,) konvergent? Berechnen Sie den Grenzwert.

Losung:
(a) (i) Esgilt
3+ 42 3
— Vn® 2
Tn = 5o T -5 €))
(i) Es gilt

4 .2\ _ (.4 2
xn:\/n‘l—n2—\/n4+ng:(n n) - +n23
VAt —nZ +\/nt+n2

5/2 2 14+ L
i =Vn Vo — +00.

V= n? +\/nt +ns \/1—#—1—,/1—1—7%%
—

M=

(b) (i) Ist a, € R, so gilt a,1 € R, da R ein Korper ist. Weiter gilt dann

10
nt1 > V10 <= a, + — > 2V10
an

<= a2 +10>2vV10a,  (wegen a, > 0)

— (a, — V10)2 >0 (2

Da die letzte Aussage fiir alle a,, € R wahr ist, folgt die Behauptung.
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(ii) Induktionsanfang n=1: Nach Voraussetzung ist a; = 10 > /10.
Induktionsschritt: Sei n € N mit a,, > /10 > 0. Dann gilt a,,; > v/10 nach (b)(i).
Induktionsschluss: Fir alle n € N gilt a,, > /10.

(iii) Fir alle n € N gilt a,, > v/10 nach (b)(ii). Damit folgt

::j ;7:: = V/__-<i Ay, (:)

(iv) Sei n € N. Mit a,, > % aus (b)(iii) gilt dann

1 10 1
an+1:2<an+a)§2(an+an)_an @

Somit ist die Folge (a,) monoton fallend.

(v) Da (ay,) eine monoton fallende, nach unten beschrankte Folge in R ist, ist sie konvergent.

@

Seit nun a € R der Grenzwert der Folge (a,,). Dann folgt aus der Rekursionsvorschrift fiir

n — +00:
1/ 10 ,
a:2(a+) —a =10 a==xVv10.
a
Wegen a,, > 0 fir alle n € N folgt daher a = /10. (2

A 4. [4 Punkte] Gegeben ist die Potenzreihe
pIEEEE:
— k

(a) Bestimmen Sie den Konvergenzradius der Reihe.
(b) Fur welche z € R konvergiert die Reihe?

Losung:
(a) Es gilt
2k:+1
2k
. k1 . _
i Y

Somit ist der Konvergenzradius R = 3. (V)
(b) Der Entwicklungspunkt ist zo = 1. Somit konvergiert die Reihe fiir alle z € (3, 2) und divergiert
fur 2 ¢ |

272]
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Es bleiben die Punkte z = % und z = g zu prifen. Fir z = % erhalten wir die Reihe

1)

Diese ist nach Leibniz-Kriterium konvergent, da % positiv und monoton fallend ist. @

Fur z = % erhalten wir die Reihe

| =

0o
D
k=1

Dies ist die Harmonische Reihe und somit divergent. (V)

1 3

Folglich konvergiert die Reihe genau fiir alle z € [3, 5).

A 5. [3 Punkte] Berechnen Sie den Grenzwert

' 17263:0
lim 5
z—0 2tan‘zx

Losung:

Nach der Regel von |I'Hospital ist

2.3 (0> 3 2 2 3x
- 3362 8 i (x—l—x)el @
@0 2tan®z 20 4tan(z) - o
0 (922 + 12z + 2)e>®
i .
- glclg% 4 . 1+25in2x @
2-1 1

A 6. [5 Punkte]

(a) Sei f: X — Y eine Funktion. Geben Sie die Definition fiir die Surjektivitat von f an.
(b) Geben Sie ein Beispiel fiir eine Funktion f : N — N an, die nicht surjektiv ist.

(c) Seien f: X — Y und g : Y — Z zwei surjektive Funktionen. Zeigen Sie, dass die
Komposition h := go f : X — Z ebenfalls eine surjektive Funktion ist.

(d) Geben Sie ein Beispiel an fiir Funktionen f: N — N und g : N — N an, so dass f nicht
surjektiv, aber g o f surjektiv ist.
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Losung:

(a) Die Funktion f: X — Y heiBt surjektiv, falls f(X) =Y gilt. Das heiBt fiir alle y € Y gibt es
einz € X mit f(z) =v.

(b) Sei f: N — N:n— n—+1. Dann gibt es kein & € N mit f(k) = 1, da 1 nach Peano kein

Nachfolger einer natiirlichen Zahl ist. (V)
(c) Sei z € Z beliebig. Da g surjekiv ist existiert y € Y mit g(y) = z. Da f surjekiv ist existiert
r € X mit f(z) =y. Dann gilt h(z) = g(f(z)) = g(y) = 2. Somit ist h surjektiv. (2
(d) Sei
f N=>N:n—»n+1 und
giN o {171 B
Dann gilt
(go f)n) 9(&;&2_1) (n+1)—1=n
Somit ist g o f surjektiv. (V)

A 7. [11 Punkte]

Berechnen Sie die folgenden Integrale und vereinfachen Sie lhre Ergebnisse so weit wie moglich.
4
(a) / (cos(Z:c) + x?’) dz,
(b) /1 - (Inz)?du,
1
(c) / 5 va dz fur x > 0 mit der Substitution u = /z,

r—38
(d) /x(x2 +4) dr.

Losung:

(a) Man rechnet direkt nach, dass

4 1
/ (005(23:) + > do = 5 sin(2x) — ) + ¢, ceR. (V)

3

(b) Mittels zweimaliger partieller Integration erhalten wir

/1-(lnx)de:x~(lnx)2—/a:~2(1nx)-idx:m-(lnx)Q—/anxdx

1
a:~(lnx)2—2xlnx+/2x~—dx:$~(lnx)2—2xlnx—|—/2dx

T
z-(Inz)®> —2xInx + 22 + ¢, c€eR. 3)
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(c) Firu=z gilt Lu= 575 = 3y Damit erhalten wir

du

1 1
do = 2ud :/2—
/1+\/§x 1+u uuu:ﬁ 1+u

=2u—2In(1+4+u)+c

u=y/7

=2vr —2In(1+ V) + ¢, ceR. (3

u=

(d) Zunéachst fithren wir die Partialbruchzerlegung durch:

g+bx+c_ r—8
v 22+4  x(22+4)

= ar’ +da+ b’ +cer=2-8<=a=-2b=2c=1 (2)
Damit erhalten wir

[srgte=[-Fa+ [ g
-2xdx /( 1 idx

%
= —2In(z) + In(z* + 4) + = arctan (;) ceR. (2

A 8. [4 Punkte]

(a) Geben Sie eine Parametrisierung v : [0,1] — R3 derjenigen spiralférmigen Kurve an,
welche auf der Kegelfliche z = /22 + 42 liegt und die in (0,0,0)7 beginnt, sich genau
zwei mal gegen den Uhrzeigersinn dreht und in (27,0, 27)7 endet (siehe Abbildung 1).

(b) Begriinden Sie, warum die Parametrisierung ~y in allen ¢ € [0, 1] differenzierbar ist.

(c) Bestimmen Sie die Werte ¢ € [0, 1], in denen die Parametrisierung 7 regular ist.

Abbildung 1: Kurve aus Teilaufgabe (b).
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Losung:

(a) Da sich die Kurve gegen den Uhrzeigersinn dreht und der Kegel eine Kreisformige Querschnitt-
flache hat besitzt v die Form

r(t) - cos(p -t +to)

Y(t) = r(t) - sin(p -t + to)

2(t)

mit reellen Funktionen 7 : [0,1] — Rso und 2 : [0,1] — R. .
Da z(t) gleichmaBig wachst, gilt z(t) = 2nt.
Weiterhin folgt r(t) = z(t) = 2nt aus z = /a? + y2.

Da v zwei Umdrehungen vollfiihrt gilt p = 4. Damit folgt ¢y = 0 aus v(1) = (27,0, 27)7
(als eine mogliche Lésung). Daher ist die Funktion v : [0,1] — R? gegeben durch

27t - cos(4mt)

() = | 2nt - sin(dnt) | - @

27t

(b) Da die Funktionen sin : R — R, cos : R — R und die lineare Funktionen R — R : ¢ — 27t
und R — R : ¢ — 4nxt differenzierbar sind, ist auch die Verkniipfung dieser Funktionen stetig.
Daher sind die Koordinatenfunktionen von ~ differenzierbar und somit auch ~. (V)

(c) Esgilt

27 (cos(4mt) — 4mt sin(4nt))

V@Ol = 27 (sin(47t) + 4t cos(4nt))
2m
= 2mV1+ 16722 + 1 = 27v2 + 16722 > 0
fur alle t € [0, 1]. Somit sind alle t € [0, 1] regular. €))
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A 9. [5 Punkte] Gegeben sei die Funktion f : R? — R mit
fz,y) = 2y* — 3zy + 2* + 2y — x.

Bestimmen Sie alle kritischen Punkte von f und klassifizieren Sie diese.

Losung:
Notwendig ist die Bedingung V f(x,y) = 0, d.h.

=3y +2x —1
Vi(x,y) = =0. (V)
4y — 3z + 2

Dies ist ein LGS mit eindeutiger Losung z = 2 und y = 1, d.h. das einzige potentielle Extremum

liegt in (2,1)7. ®

Fir das hinreichende Kriterium betrachten wir die Hessematrix

2 =3
Hy(z,y) = : ©)
-3 4

Diese ist wegen 2 > 0 und det H¢(1,2) =8 — 9 = —1 < 0 indefinit, es liegt also ein Sattelpunkt

vor. @

A 10. [10 Punkte]
(a) Gegeben ist die Differentialgleichung
yW 43y —dy = e, (%)

(i) Zeigen Sie, dass (xx) eine Lésung der Form y(x) = ce " besitzt.
(ii) Bestimmen Sie alle rellen Lésungen der Differentialgleichung (xx).
(b) Bestimmen Sie die allgemeine Losung y = y(x) der Differentialgleichung

(z* + %)y = y(a® — 1) fiir 2 > 0.

Losung:
(a) (i) Wir setzen y(z) = ce™* in (*x) ein:

16ce™ " + 3 - (dce ) —4 - (ce™ ) = 24ce ™ = o

1
= c=_—
Y

Damit ist Ypare(z) = 576 2" eine Ldsung von (). (2
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(ii) Hierzu lésen wir die homogene Differentialgleichung lautet y® 4 3y — 4y =
Ansatz iy = e liefert
A 3N —4)=0.

0. Der

Hieraus folgt A2 = 1 oder A\ = —4 und damit erhalt man die Lésungen \; = —1, \y = 1,

/\3 = 2i und )\4 = —2i.
Die allgemeine homogene, reelle Losung lautet somit

Ynom () = 16" 4 coe™ ¥ + ¢3 cos(2x) + c3sin(27), c1,Co, 03,04 € C
Hiermit ergibt sich die allgemeine reelle Losung

Y(T) = Ynom (T) + Ypart ()

1
= c1e” 4 e + 3 c08(27) + c3s8in(2x) + —2 c1,Ca, 3,04 €R.

ﬁe

(b) Eine spezielle Losung ist y(x) = 0.
Sei also y # 0, dann liefert Separation der Variablen

1 2 -1 r—1 1 1
/ydy:/m‘l—kx?’dx:/ a3 dx:/(:ﬁ_ﬁ) de

1 1

& Infyl=--+-5+c¢, ceR
r 2z

& ly(z)| = e :tn7T. ¢, ceR

& ylx)=d- e tnz, de R\{0}.

Somit ist die allgemeine Lésung gegeben durch y(x) = d - e =27 mit d € R.

@

®

& 6 66 6 ©

peter.lesky@mathematik.uni-stuttgart.de
[arne.geyer, robin.lang, sam.thelin] @mathematik.uni-stuttgart.de



