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Modulpriifung zur Hoheren Mathematik 3

fiir kyb, mecha, phys

Nachname, Vorname Matrikelnummer

Es gibt 10 Aufgaben mit insgesamt 60 Punkten. Die Bearbeitungszeit betragt 180 Minuten.

Es sind keine Hilfsmittel auBer 2 DIN A4 Seiten einseitig (oder 1 DIN A4 Seite doppelseitig) hand-
beschriebener Formelsammlung zugelassen.

In allen Aufgaben zdhlen Rechenweg und Begriindungen. Benutzen Sie hierfiir Ihr eigenes Papier,
versehen Sie jedes Blatt mit Namen und Matrikelnummer und beginnen Sie jede Aufgabe auf
einem neuen Blatt.

Aussagen aus Vorlesung und Ubungen diirfen dabei verwendet werden, sofern sie nicht Gegenstand
der Aufgabe selbst sind.

Abgaben mit Bleistift, sowie Abgaben in roter oder griiner Farbe werden nicht gewertet.

Legen Sie alle Blatter, die Sie abgeben mdchten, am Ende des Bearbeitungszeitraumes in das Um-
schlagblatt.

Den Inhalt der folgenden Tabellen kénnen Sie ohne weitere Herleitung verwenden. Zur Hilfe bieten
wir lhnen folgende Ubersicht.
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» Fiillen Sie zunachst die oben stehenden Kastchen aus. Viel Erfolg bei der Prifung!



MP2 Hoéhere Mathematik 3 SEITE 2 VON 5
ApL. PrROF. DRr. J. WIRTH fiir kyb, mecha, phys TERMIN 26. AucusT 2021

A 1. [54+1 Punkte] Gegeben sei die Differentialgleichung

2 1
y' = Ay zur Matrix A=10 2
10

w O O

(a) Bestimmen Sie die Eigenwerte, Eigenvektoren und die zugehorigen Hauptvektoren von A.

(b) Bestimmen Sie die allgemeine komplexe Lésung der Differentialgleichung 3y’ = Ay.

A 2. [143+1 Punkte] Wir betrachten die durch
u(w,y) =2z +y+2° -y
gegebene Funktion u : R? — R.

(a) Ist u harmonisch?

(b) Wir identifizieren nun wie in der Vorlesung C mit R? und schreiben z = x + iy. Bestimmen Sie
eine Funktion v : R? — R mit v(0,0) = 1, so dass die Abbildung f : C — C mit

flz +1iy) = u(z,y) +iv(z,y)

holomorph auf ganz C ist.

(c) Schreiben Sie f als Funktion von z.

A 3. [7 Punkte] Berechnen Sie das Integral

*©  cosz
I= ——d
/—oo 422 +1 o
mit Hilfe des Residuensatzes. Wahlen Sie dazu einen geeigneten geschlossenen Integrationsweg ~ und
begriinden Sie insbesondere, weshalb I = ¢ f(2) dz gilt.

elz

Hinweis: Nutzen Sie fiir den Integranden die Funktion f(z) = e

A 4. [14+4+1 Punkte] Gegeben sei die Funktion f: R — R mit
f(x) = |sinz|.

(a) Skizzieren Sie den Graphen von f fiir z € [—, 27].
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(b) Bestimmen Sie die reelle Fourierreihe von f.

(c) Wogegen konvergiert die Fourierreihe fiir z = 0? Begriinden Sie Ihre Antwort kurz.
Hinweis zu (b): Sie diirfen ohne Beweis verwenden, dass
2sinz cos kx = sin(1 — k) + sin(1 + &)z, reER keZ

gilt.

A 5. [24-2+43 Punkte] Es sei M die Menge in der z = 0 Ebene, die durch die Hyperbel
h={(z,y,2) eR®: 22 —¢y? =1, 2 =0}
und die Gerade
g={(z,y,2) eR®: 2 =+5,2=0}

eingeschlossen ist. In Abbildung 1 beschreibt die Kurve 1 das gerade Stiick und ~s das hyperbolische
Stiick des Randes OM.

1

V2

Abbildung 1: Die Menge M und die Kurven v; und 72 in der z = 0 Ebene
Weiterhin sei das Vektorfeld v : R? — R3 gegeben durch

0
'U({L"y72) = 332
0

Berechnen Sie

(a) /M2di, (b) Llu.d}, () LQU-dE.
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A 6. [2+5 Punkte] Gegeben sei das Anfangswertproblem
y" + 9y — 2y = 10 cos(z)
mit y(0) = 0 und 3/(0) = 1.

(a) Berechnen Sie die Laplacetransformierte der Differentialgleichung.

(b) Bestimmen Sie die Lésung des Anfangswertproblems.

A 7. [24+1+2 Punkte] Sei f: C\ {—2} — C gegeben durch

B 1
242

f(2)

(a) Bestimmen Sie die Potenzreihe von f und die Potenzreihe der Ableitung f’ jeweils mit Entwick-
lungspunkt zp = 0.

(b) Bestimmen Sie den Konvergenzradius der Potenzreihe der Ableitung f’.

(c) Bestimmen Sie das Residuum von f und f’in z = —2.

A 8. [144 Punkte] Gegeben seien die Menge
M={(z,y) eR*:0<z+y<1 A 0<2z—3y<4}.

und die Transformation ¢ : M — [0, 1] x [0, 4] mit

oz, y) = (Qi J_r gy) -

(a) Berechnen Sie die Funktionaldeterminante det(¢'(z,y)).
(b) Berechnen Sie

/ vr+ydV
M

mit Hilfe der Transformationsformel fiir Volumenintegrale.
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A 9. [243+1 Punkte] Gegeben sei die Differentialgleichung
y’:yln(y>+y—y, y>0,z>0.
x x

(a) Verwenden Sie die Substitution z(x) = @ um die obige Differentialgleichung in eine Differen-
tialgleichung von z(x) umzuschreiben.

(b) Losen Sie die durch die Substitution entstandene Differentialgleichung.

(c) Nutzen Sie (b) um die urspriingliche Differentialgleichung zum Anfangswert y(1) = e'*® zu
|6sen.

A 10. [2+4 Punkte] Gegeben sei das Vektorfeld v : R? — R? mit

X
v(z,y,2) = | ¥
z

und die Halbkugel
H={(z,y,2) € R¥:2? + > + 22 <4, 2 > 0}.
Aus der Halbkugel H schneiden wir den Kegel
K={(z,y,2) eR3:0<2< 1,22 +¢y> < (1 - 2)?}
heraus. Den entstandenen Korper bezeichnen wir mit M = H \ K.

(a) Es sei B der Boden von M, also
B={(z,y,2) eR3: 1< 2% +94> <4, 2=0}.

Berechnen Sie den durch den Boden von M nach auBen dringenden Fluss

/v-d_A.
B

(b) Wir bezeichnen den Rest der Oberflache von M mit D = OM \ B, also
D={(,y,2) eER*: 2 + 92 +22 =4, 2> 0} U{(z,9,2) ER*: 0 < 2 < 1, 2* +9* = (1 — 2)?}.

Berechnen Sie den durch den Rest der Oberflache nach auBen dringenden Fluss

/v'd_A.
JD



