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Modulpriifung zur Hoheren Mathematik 3

fiir kyb, mecha, phys

Nachname, Vorname Matrikelnummer

Es gibt 10 Aufgaben mit insgesamt 60 Punkten. Die Bearbeitungszeit betragt 180 Minuten.

Es sind keine Hilfsmittel auBer 2 DIN A4 Seiten einseitig (oder 1 DIN A4 Seite doppelseitig) hand-
beschriebener Formelsammlung zugelassen.

In allen Aufgaben zdhlen Rechenweg und Begriindungen. Benutzen Sie hierfiir Ihr eigenes Papier,
versehen Sie jedes Blatt mit Namen und Matrikelnummer und beginnen Sie jede Aufgabe auf
einem neuen Blatt.

Aussagen aus Vorlesung und Ubungen diirfen dabei verwendet werden, sofern sie nicht Gegenstand
der Aufgabe selbst sind.

Abgaben mit Bleistift, sowie Abgaben in roter oder griiner Farbe werden nicht gewertet.

Legen Sie alle Blatter, die Sie abgeben mdchten, am Ende des Bearbeitungszeitraumes in das Um-
schlagblatt.

Den Inhalt der folgenden Tabellen kénnen Sie ohne weitere Herleitung verwenden. Zur Hilfe bieten
wir lhnen folgende Ubersicht.

s s s s 27 3T us
I NN S NI I
sin(z) || 0| 3 @ § 1 @ @ : 0
cos(z) || 1 § @ 510 -3|- @ - @ -1
f(x) x® e’ sin(x) tan(x) sinh(z) | arsinh(x)
f'(z) || axo? e’ cos(z) | 1+ tan(x)? | cosh(z) z;ﬂ
f(zx) b* In|z| | cos(z) arctan(x) | cosh(z) | arcosh(z)
f(x) || In(b)b® 1 — sin(z) 14-% sinh(x) zéil
f(t) eht thekt | coskt | sinkt
1 n! A k
E[ﬁ@‘) A—k (A —k)n+1 A2 k2 N2t k2

» Fiillen Sie zunachst die oben stehenden Kastchen aus. Viel Erfolg bei der Prifung!
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A 1. [54+1 Punkte] Gegeben sei die Differentialgleichung

y = Ay zur Matrix A=

= \V)
S N =
w O O

(a) Bestimmen Sie die Eigenwerte, Eigenvektoren und die zugehérigen Hauptvektoren von A.

(b) Bestimmen Sie die allgemeine komplexe Lésung der Differentialgleichung i’ = Ay.

Losung: (a) Das charakteristische Polynom lautet
pa(N) = det(A = AI) = (2= A)*(3—N),

wobei die Eigenwerte A1 2 = 2, A3 = 3 direkt abgelesen werden kénnen. Versucht man nun die
Eigenvektoren zu bestimmen, so erhalt man durch Lésen von (A — A;I)v; = 0 beispielsweise

1 0
v = 0 , v3= |0
-1 1

Der Hauptvektor va wird bestimmt durch (A — AI)?vs = 0 und (A — AI)ve = vy, damit erhilt man:

(1) (1)
00 0\ | 0 01 0\ [™ 1
(A-2Dva={0 0 0] [+@|=[0]; (A-2Dw=[0 0 0|2 |=]0
11 1 0 10 1 1
U§3) UéB)
und fiir v9 ergibt sich
—1
Vg = 1
0

(b) Die allgemeine, komplexe Lsung ist damit gegeben durch

1 z—1 0
y(m) = Cle% 0|+ C262‘T 1 + Cgeg‘r 0], C1,Cs,C5 € C.
-1 —x 1

A 2. [143+1 Punkte] Wir betrachten die durch
u(w,y) =2z +y+2° -y
gegebene Funktion u : R? — R.

(a) Ist u harmonisch?
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(b) Wir identifizieren nun wie in der Vorlesung C mit R? und schreiben z = = +iy. Bestimmen Sie
eine Funktion v : R? — R mit v(0,0) = 1, so dass die Abbildung f : C — C mit

flz +1iy) = u(z,y) +iv(z,y)

holomorph auf ganz C ist.

(c) Schreiben Sie f als Funktion von z.

Losung: (a) Ja, denn es ist
Au(z,y) = dGu(z,y) + Fju(z,y) =2 -2 =0.
(b) Beziiglich u muss v die Cauchy—Riemann-Differentialgleichungen erfiillen, d.h.

Oyv(z,y) = Opu(z,y) = 2 + 2z, sowie
Opv(z,y) = —Oyu(z,y) = -1+ 2y.

Integration nach y bzw. x liefert dann die Gleichung
/8yv(x, y)dy = 2y + 2zy + Ci(x) t o+ 2zy + Ca(y) = /8xv(a:, y) dz,
also C1(z) = —z + ¢ und C3(y) = 2y + ¢ mit einer Konstanten ¢ € R und somit
v(z,y) =2y+2zy —x+c.
Da v(0,0) = ¢ = 1 gefordert war, folgt
v(z,y) =2y + 2zy —x + 1.
(c) Es gilt

u(z,y) +iv(e,y) = 22 + 2zy —y? + 20 + 2y — iz +y +1i
= (v +iy)* + 2(z +iy) —i(z +iy) +1i.

Damit folgt
fz)=22+(2—-1)z+1i
A 3. [7 Punkte] Berechnen Sie das Integral
> cosz
1= ——d
[oo 422 +1 o
mit Hilfe des Residuensatzes. Wéhlen Sie dazu einen geeigneten geschlossenen Integrationsweg
und begriinden Sie insbesondere, weshalb I = ¢ f(z) dz gilt.

eiz

Hinweis: Nutzen Sie fiir den Integranden die Funktion f(z) = ;577.
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Losung: Wir wahlen als geschlossenen Integrationsweg ~ einen Halbkreis vp mit Radius R > 0 in der
Halbebene Im z > 0 verkniipft mit dem Streckenstiick [— R, R] auf der reellen Achse, d.h.

Y=17RU [_R> R]

und betrachten spater dann den Grenzwert R — co. Von den beiden Polen (d.h. Lésungen von 422 = —1)
n i
219 = £=
1/2 5
der Funktion ,
elZ
Te) =gy

aus dem Hinweis liegt nur z; = i/2 in der oberen Halbebene und ist dabei ein Pol der Ordnung N =1
mit zugehorigem Residuum

. i e B els _e_% i
o () S iy 8w

Der Residuensatz liefert nun (beachte, dass Umlaufzahl = 1)

‘Lf(z) dz = 2miRes(f,2z1) = —27Ti4\i/€ = 2\7;5'

Wir zeigen nun, dass das Integral

| e
YR
fir R — oo verschwindet: In der Abschatzung
eiz
<L : —
| 1@ < L) ma | o

schatzen wir den Nenner mit | — 4R? + 1| = 4R? — 1 und den Zihler mit

eiz

eixe*y‘ =1-e7Y<1,
da y =Imz > 0 ist. Damit ergibt sich

f(z)dz| <

s

TR

Es folgt
T oo
M:Lf(z)dZ:LRf(z)dZ+/[R7R}f(m)dx—>0+/oof(x)dm'

Auf der reellen Achse ist z = 2 und damit

£(2) e”  cos(z) +isin(x)

T 4211 42+1

Also folgt
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A 4. [144+1 Punkte] Gegeben sei die Funktion f: R — R mit
f(z) = |sinz|.

(a) Skizzieren Sie den Graphen von f fiir z € [—m, 27].
(b) Bestimmen Sie die reelle Fourierreihe von f.

(c) Wogegen konvergiert die Fourierreihe fiir x = 07 Begriinden Sie lhre Antwort kurz.

Hinweis zu (b): Sie diirfen ohne Beweis verwenden, dass

2sinz cos kx = sin(1 — k)z + sin(1 + &)z, reER keZ
gilt.

Losung: (a)

—r ‘ ™ 27
(b) Die reelle Fourierreihe ist gegeben durch

o
ag .
— g k b kx.
5 + aj COS KT + b sin kKx

k=1

Da |sin x| gerade ist, gilt by = 0. Die restlichen Koeffizienten bestimmen sich durch
1 /7 2 [T 2 4

ap = —/ |sin(z)|dz = f/ sin(z)dz = = [—cosz]; = —.

T ™ Jo ™ 0 ™

Weiterhin gilt fir &k =1

- T

a; = 71T/Tr | sin(z)| cos(z) dx = 2 /07r sin(z) cos(z) dz = 2 {—; cosz(x)] =0

7T 0
und fir k> 1
1. 2 ("
ap = 7/ | sin(z)| cos(kx) dz = / sin(z) cos(kx) dx

T™J_n m™Jo
1 s

- 7/ sin(l — k)x + sin(1 + k)z dz
T Jo

2 (ﬁ + ﬁ) , k gerade

s
0, k ungerade

1 1 1 T
= [1_kcos(1k)x+ 1+kcos(1+k)x} —{

_ {—fr(k_l)l(kﬂ), k gerade
0, k ungerade.
Also ist die Fourierreihe gegeben durch
s
i (2k—1)(2k+1)

2
|sinz| ~ — — cos(2kx).

(c) Die Funktion f ist Lipschitz-stetig auf dem Intervall [0, 27]. Also konvergiert die zugehdrige
Fourierreihe insbesondere fiir z = 0 gegen den Funktionswert f(0) = 0.
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A 5. [24+2+43 Punkte] Es sei M die Menge in der z = 0 Ebene, die durch die Hyperbel
h={(z,y,2) eR®: 22 —¢y?> =1, 2 =0}
und die Gerade
g={(z,y,2) eER®: 2z = \/5,2:0}

eingeschlossen ist. In Abbildung 1 beschreibt die Kurve 1 das gerade Stiick und 5 das
hyperbolische Stiick des Randes 0M.

g4l

Y2

Abbildung 1: Die Menge M und die Kurven ~; und 75 in der z = 0 Ebene

Weiterhin sei das Vektorfeld v : R? — R3 gegeben durch

0
U(‘T7y7z): 33‘2
0
Berechnen Sie
(a) / 2 dA, (b) / v ds, () / v ds.
M 7 Y2

Losung: (a) Wir koénnen die Menge M in der Ebene durch

M:{(xy €R2 ( Vaz —1<y < va? ) (1§x§\/5)}

beschreiben. Damit folgt

V5 V221 V5 92
/ 2di:/ / 2a:dyd:c:/ 42?2 — 1dx = { (x —1)3} _ 32
M 1 —Vz2—1 1 3 1 3
(b) Wir parametrisieren die Kurve v1 durch C : [~2,2] — R3 mit
V5
Ci(t) = | ¢
0



MP2 Hohere Mathematik 3 SEITE 7 VON 11

ApL. PrROF. DRr. J. WIRTH fiir kyb, mecha, phys TERMIN 26. AucusT 2021
Damit gilt
. , [0\ [0
/ v.ds:/ U(Cl(t))-(]{(t)dt:/ 5| [1] at = 20.
ol -2 -2
0 0
(c) Wir parametrisieren die Kurve v durch Cy : [-2,2] — R? mit
VTP
Co(t) = | —t
0
Analog zu (b) erhalten wir
O t
. 2 2 V1442
/ v-ds:/ U(CQ(t))-()g(t)dt:/ R I I Y
72 -2 -2

2 1,12 28
= —1-*dt= —t—t3] ==
/—2 |: 3 92 3

A 6. [245 Punkte] Gegeben sei das Anfangswertproblem
y" + 9y — 2y = 10 cos(z)
mit y(0) = 0 und ¥'(0) = 1.

(a) Berechnen Sie die Laplacetransformierte der Differentialgleichung.

(b) Bestimmen Sie die Lésung des Anfangswertproblems.

Losung: (a) Die Laplacetransformierte von cos lasst sich aus der Tabelle ablesen:

A
L[COS]()\) = )\27_{_1
Wenden wir die Laplacetransformation auf die Differentialgleichung an so erhalten wir mit Y'(\) = L[y](\)
2 / 10
Y () = 900X =/ (0) + AV () = y(0) = 2V (V) = 337

und somit als Gleichung im Laplace-Bild

10X

YO +A-2) = T

+ 1.

(b) Wir formen die Gleichung aus (@) um und erhalten

10X N 1
A+ +A-2) N4+ A-2

Y(\) =

Wir wenden nun eine Partialbruchzerlegung an. Die Nullstellen von A% + X\ — 2 sind gegeben durch \; = 1
und Ay = —2. Damit ergibt sich

10\ N 1 A N B +C’>\+D
A24+1)A2+A—-2)  A2+A—-2 A—1 A+2 A2+41°
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Multipliziert man nun mit A — 1 durch so erhalt man

A2+ 100+ 1 A—1 A—1
=A B C\ + D).
P A Wi b e G

Betrachtet man nun A — 1, so ergibt sich

12
—=2=A
6
Multiplizieren wir die urspriingliche Gleichung mit A + 2 so erhalten wir
A +10A+1 A2 A2
=B A CA+ D).
rno-n  PraAt e (D)

Betrachtet man nun A — —2, so ergibt sich
-15
—-15

Damit folgt A =2 und B = 1. Setzen wir nun in die urspriingliche Gleichung A\=0, A=2und B=1
ein, so erhalten wir

1=0.

-1 -2 1 D
1

und damit D = 1. Setzen wir nun A = 2 in die urspriingliche Gleichung, so erhalten wir mit A = 2 und
B=D=1

22410-2+1 2 1 C-2+1
2102 12-2) 2-1 242 211
20 45 5
5 1 , 1_2¢
4 4 5 5
—6=2C.

Damit folgt C' = —3. Einsetzen der Koeffizienten liefert

2 1 1—3X\

Y(\) =
() /\—1+A+2+)\2+1

und Riicktransformation von Y (\) mit Tabelle auf dem Aufgabenblatt somit
y(x) = 2¢” + e 2 +sin(x) — 3cos(x).
A 7. [24+1+2 Punkte] Sei f : C\ {—2} — C gegeben durch

B 1
242

f(z)

(a) Bestimmen Sie die Potenzreihe von f und die Potenzreihe der Ableitung f’ jeweils mit
Entwicklungspunkt zg = 0.

(b) Bestimmen Sie den Konvergenzradius der Potenzreihe der Ableitung f’.

(c) Bestimmen Sie das Residuum von f und f"in z = —2.
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Losung: (@) Wir entwickeln f in eine Potenzreihe und leiten dann die Potenzreihe von f ab. Mithilfe der
geometrischen Reihe erhalten wir

1 1 1 1 & 2\
f<z>:2+z:2<1+(;>>:22<‘1>] (5)-

Ableiten liefert nun

/ -1 1 A R 1 2\’
fiz) = 2122 2 Z(—l)]% <2> = 4§)(—1)j+1(J +1) <2> :

=1

(b) Da der Abstand zum nichsten Pol 2 betragt, ist der Konvergenzradius 2.

(c) Die Residuen von f und f’ in z = —2 kann man einfach ablesen. Da
1 , 1
f(z)_2+z7 f(z)—m

gilt, sind f und f’ bereits als Laurentreihe dargestellt mit Entwicklungspunkt z = —2. Damit erhalten wir
Res(f,—2) =1 und Res(f’,—2) =0.

A 8. [144 Punkte] Gegeben seien die Menge
M={(z,y) eR?:0<z+y<1 A 0<2z—3y<4}.

und die Transformation ¢ : M — [0, 1] x [0, 4] mit

o(x,y) = (Qi J_r zy) :

(a) Berechnen Sie die Funktionaldeterminante det(¢'(z,y)).
(b) Berechnen Sie

/ Vo +ydV.
M

mit Hilfe der Transformationsformel fiir Volumenintegrale.
Losung: (a) Die Funktionaldeterminante ist die Determinante der Jacobimatrix von ¢(x,y). Es
gilt
1 1
det ¢'(z,y) = det = —5.
¢ (z,y) (2 3>

(b) Um das Integral zu berechnen, verwenden wir den Transformationssatz und erhalten

/\/mdvz/ V2w, 0) + ylu,v) - | det(e™) (u, v) V.
M (M)

Aus (a) folgt

| det(p ™)' (u, v)| =

1 1
det ¢’ (2(u,v), y(u, v)) ‘
Damit ergibt sich mit u =z + y und v = 2x — 3y

4 1 472 g
/ \/:1:+de:/ / \/ﬂdudv:[ug’/z} =—.
M o Jo 5 513

9
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A 9. [243+1 Punkte] Gegeben sei die Differentialgleichung
y’zyln(y>+y—y, y >0,z >0.
x x

(a) Verwenden Sie die Substitution z(z) = @ um die obige Differentialgleichung in eine
Differentialgleichung von z(z) umzuschreiben.

(b) Losen Sie die durch die Substitution entstandene Differentialgleichung.

(c) Nutzen Sie (b) um die urspriingliche Differentialgleichung zum Anfangswert y(1) = el*¢ zu
|6sen.

Losung: (a) Die angegebene Substitution liefert

2 (z) = - =5 und damit Y (x) = 22/ (z) + 2(x)
und somit nach Einsetzen
2 (z) + 2(x) = y(x) In 2(z) + 2(x) — y(z), also 2(x) = z(z) In(2(z)) — 2(2).

(b) Mit einem Separationsansatz und nachfolgender Substitution In z = u im Integral erhalten wir fir
z2>0,zF#e

1
/7dz:x+c, ce€R,
2(

Inz—1)
1
& / du=z+c, c€eR,
u—1
& Injlu—1]=z+e¢, c€R,
= u=1+Ce", C e R\ {0},
=3 z=-exp(l+Ce"), C e R\ {0}.

Mit der konstanten Losung z = e erhalten wir zusammen
z(x) =exp (1 + Ce"), C eR.
(c) Die Riicksubstitution y(z) = xz(x) liefert die allgemeine Lésung der Differentialgleichung als
y(x) =z -exp (1 + Ce”).
Aus y(1) = exp(1 + Ce) = olte folgt C' = 1. Damit ist die Losung des Anfangswertproblemes
y(x) =z -exp(l+e).
A 10. [2+4 Punkte] Gegeben sei das Vektorfeld v : R? — R3 mit

X
v(z,y,2) = | ¥
4

10
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und die Halbkugel
H={(v,y,2) e R® :2? +y* + 22 < 4, 2 > 0}.
Aus der Halbkugel H schneiden wir den Kegel
K={(z,y,2) eR}:0<2<1, 22 +¢y* < (1 — 2)?}
heraus. Den entstandenen Korper bezeichnen wir mit M = H \ K.
(a) Es sei B der Boden von M, also
B={(z,y,2) eR3:1 < 2% +4? <4, 2=0}.

Berechnen Sie den durch den Boden von M nach auBen dringenden Fluss

/v-djél.
B

(b) Wir bezeichnen den Rest der Oberflache von M mit D = OM \ B, also
D={(z,y,2) ER3:2? + > + 22 =4, 2> 0} U{(z,9,2) eR3: 0< 2 <1, 2% +¢y* = (1 — 2)*}.

Berechnen Sie den durch den Rest der Oberflache nach auBen dringenden Fluss

/v'djél.
D

Losung: (a) Der Normalenvektor von B ist gegeben durch (0,0, —1)T. Damit ergibt sich

/v-d_A:/ —2dA = 0.
B B

(b) Fur die Divergenz ergibt sich div(v) = 3, damit ergibt mit dem Satz von GauB

/ v.d}lz/ div(v) dV
oM M

:/ 3dV—/ 3dV
H K
2 1
=3(zn2d - 7121
3(3# 37r )
= 167 — w = 157.
Damit folgt

/v-d}l: ‘ v~d_}1—/‘v-dj4:157r—():1577.
D oM B

11



