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Bitte beachten Sie die folgenden Hinweise:

Bearbeitungszeit: 180 Minuten
Zugelassene Hilfsmittel: 4 Seiten DIN A4 eigenhéndig handbeschrieben
Bearbeitungen mit Bleistift oder Rotstift sind nicht zulissig!

In den Aufgaben 1-6 werden nur die Endergebnisse gewertet. Diese sind in die vorgegebenen
Késten einzutragen. Nebenrechnungen sind hier nicht verlangt und werden bei der Bewertung nicht

beriicksichtigt.

In den Aufgaben 7-13 sind die vollstéindigen Losungswege mit allen notwendigen Begriindungen
anzugeben. Die Bearbeitung dieser Aufgaben nehmen Sie bitte auf gesondertem Papier vor. Beginnen
Sie jede Aufgabe auf einem neuen Blatt. Schreiben Sie Thren Namen und Thre Matrikelnummer auf

jedes abgegebene Blatt.

Folgende Ableitungen, Stammfunktionen und Funktionswerte konnten Sie ohne weitere Herleitung

verwenden. Alle anderen Ableitungen und Stammfunktionen miissen begriindet werden.
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Die Priifungsergebnisse werden voraussichtlich ab dem 30.09.2021 iiber das Campus-System der

Universitiat Stuttgart (https://campus.uni-stuttgart.de/) bekannt gegeben.

Hinweise fiir Wiederholer:
Wer diese Priifung als Wiederholungspriifung schreibt und nicht besteht, ist selbst dafiir verantwortlich
sich zu erkundigen, ob er eine zugehotrige miindliche Nachpriifung erhélt, und sich gegebenenfalls

beim Priifer anzumelden. Diese Anmeldung hat bis zum 5.11.2021 zu erfolgen.

VIEL ERFOLG!
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Aufgabe 1 (1+1=2 Punkte)

1
(a) Gegeben sei die Funktion f: D — W: f(z) = — +2 mit D =R" und W = {z ¢ R|z > 2}.
T

1

Bestimmen Sie die Umkehrabbildung: — f~!(z) = 5
l‘ —

(b) Gegeben seien die Abbildungen g: R — R : g(z) =14 2 und h: RT = R: h(z) = In(x).

Bestimmen Sie die Verkettung: hog(z) = In (14 2?)

Aufgabe 2 (2+1=3 Punkte)

Gegeben seien die folgenden Vektoren

1 A 1
vv=1_120 |, vy = 1 |, vs=1| 1 mit A € R beliebig.
3 —2 2

(a) Berechnen Sie das Volumen des von vy, vy, v aufgespannten Spats in Abhéngigkeit von A.

Volumen = [3A + 1

(b) Fiir welche Wahl von A sind die Vektoren vy, vq, vs linear abhéngig? A\ = —=

Aufgabe 3 (1+2+1=4 Punkte)

3 23
Gegeben sei die Funktion f: R — R: f(z) = vt

22 —xr—12°

(a) Bestimmen Sie die Nullstellen des Nenners z? —z — 12 :

T = 4 To = -3

(b) Bestimmen Sie die Partialbruchzerlegung fir f(z) :

3v+23 5 2
22—z —12 r—4 x+3

(c) Berechnen Sie das Integral

3z + 23
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Aufgabe 4 (1+1+42=4 Punkte)
Gegeben sei die Funktion f: R — R: f(z) = e’

Bestimmen Sie die Ableitungen

fl(z) = 3z2%e”’

f(x) = 6ze”” + 9zt

und das Taylorpolynom der Stufe 2 zum Entwicklungspunkt zo = 1:

To(f,2,1) = et 3e(z— 1) + %e(x gy

Aufgabe 5 (1+2=3 Punkte)

Berechnen Sie die Grenzwerte:

o 3n+1

(b) = 3(e% — 1)

) (n+1)3 B
(a) lim 313

1 =

Aufgabe 6 (2+2=4 Punkte)

(a) Gegeben sei die komplexe Zahl z = 2 + 2v/3i. Bestimmen Sie den Betrag |z| sowie das Argument
¢ €1[0,27) von z:

ol

|z| = 4 0=

(b) Bestimmen Sie alle komplexen Losungen der Gleichung
(w+ 3i)* =24 2V/3i.

Geben Sie die Losungen in der Form w = a + bt mit a,b € R an:

wo =vV3—2i, w =—V3—4

Aufgabe 7 (4 Punkte)

Bestimmen Sie die Losungsmenge £ C R? des Gleichungssystems Az = b mit
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Anwendung des Gau-Algorithmus:

1. Generieren von Nullen unterhalb der Hauptdiagonalen:

1 2 1 1 1 2 1 1
[Allb] =1 1 4 -3 || 1| Z—2 <= 0 2 —4 | -2
3 6 -3 || -3| Z+3-2, 0 0 0 0

2. Generieren von Einsen auf der Hauptdiagonalen

12 1 1 12 1| 1
=1 0 2 42| L=| 0 12|
0 0 01 o0 0 0 01 o0

3. Generieren von Nullen oberhalb Hauptdiagonalen

1 2 1 1| Z1-2-2, 1 0 5 3
— 0o 1 =2 | -1 — 0o 1 =21 -1
0O 0 O 0 0O 0 O 0

Damit ist die Losungsmenge

L= |_1|+t] 2 |teRr
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Aufgabe 8 (2+1+4=7 Punkte)

Gegeben sei die Funktion

(a)
(b)
(c)

f:R* = R: fla,y) =2 — 22 + (1 — 22 +y)*

Berechnen Sie den Gradienten V f(x,y).
Berechnen Sie die Hesse-Matrix Hy(x,y).

Bestimmen Sie alle kritischen Stellen von f(z,y) und klassifizieren Sie diese (Minimum, Maximum,
Sattelpunkt).

(a)

(b)

(c)

Durch Ableiten nach x und y erhélt man den Gradienten:

42° — 20 — 4(1 — 27 + y) 427 + 62 — 4y — 4
Vf(z,y) = =
2(1 -2z +vy) —dx +2y+2

Indem man den Gradienten weiter ableitet, erhélt man die Hesse-Matrix:

1222 +6 —4

—4 2

Zur Berechnung der kritischen Stellen muss der Gradient nullgesetzt werden und das resultierende

Gleichungssystem gelost werden.

4a3 + 6 — 4y — 4 [0

—4x 4 2y + 2 0
Umformung der zweiten Gleichung fiihrt zu
y=—1+4 2. (*)
Einsetzen dieser Gleichung in die 1. Gleichung ergibt:

42 + 63 —dy —4=0<= 42> + 62 —4(~1+27) —4 =0 <= (222 — 1)z = 0.

2
Die jeweiligen y-Komponenten sind mit Gleichung (?7)

Somit gilt &y = 0 oder 222 — 1 =0, also x5 = i\/z.

yp = —1, Yo = —1 + V2, Yz = —1 — V2.

Insgesamt erhalten wir also die drei kritischen Stellen

P = (0,-1), P, = (%,—htx/ﬁ), Py = (-%,—1—\/5).
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Zur Klassifizierung der kritischen Stellen miissen diese in die Hesse Matrix eingesetzt werden, dadurch

erhalt man:

6 —4 12 —4
Hf(Pl) = und Hf(Pg) = Hf(Pg) =

-4 2 —4 2

Es muss noch bestimmt werden, ob diese Matrizen positiv definit, negativ definit oder indefinit sind.

Berechnen der Determinante liefert:

det Hy(P) =12 — 16 = —4 < 0.

Damit folgt mit Satz 6.2.3 aus der Vorlesung
e P ist ein Sattelpunkt, da die Determinante negativ ist.

e /5 und Pj sind lokale Minima da die Determinante positiv und der erste Matrixeintrag positiv
ist.
Aufgabe 9 (2+2+2=6 Punkte)

(a) Untersuchen Sie die folgenden Reihen auf Konvergenz und absolute Konvergenz:

DI i) (-

(b) Berechnen Sie die Summe der Reihe:

=1
Z 3n—1

n=2

(a) i) Anwendung des Quotientenkriteriums liefert:

n 2n+1 2 2 2 9
I LY N PR A P —lim o =2> 1.
n—reo |an| n—00 (n + 1)22n n—oo (n + 1)2 n—oo | + = + =5

Damit folgt die Divergenz der Reihe.

Die Reihe ist also weder konvergent noch absolut konvergent.

ii) Es handelt sich um die alternierende harmonische Reihe.

o0 o0

2V G = LV v = V"5 = 3 20D

n=1 n=1 n=1

3I>—‘

Da die Folge alternierend und streng monoton fallend ist, konvergiert die Reihe.

Da die harmonische Reihe nicht konvergiert, konvergiert die gegebene Reihe nicht absolut.
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(b) Es handelt sich um die geometrische Reihe. Man macht eine Indexverschiebung und ergénzt den

ersten Summanden

=1 =1 = /1\" 1 1
Z3n1223—nzz<§> *Zq—l:g-

n=2 n=1 n=0

Aufgabe 10 (3+5+2=10 Punkte)
Berechnen Sie die folgenden Integrale:

(a) /(sin(a:))3 dzx (b) / 3‘22:22 (c) /’eQer?’i! da
(a) Substitution von w := cos(z), = —sin(z) und (sin(z))? + (cos(x))? = 1 liefert

/(sin(ac))3 dz = /sin(x) (1= (cos(z)?) dz

- 1) a5 ]

(S

(b) Integration mithilfe von Partialbruchzerlegung

3224+2 | A Bx+C
T@+2) T P2
& 377 +2 = Ar® + 24+ Ba® + Cov = 2*(A+ B) + 20 + 24
= A+B=3 (=0, 24=2

=A=1 B=2 (=0.

Daher gilt

/ 3z +2 d / 1 . 2x d
————dx= [ — x
z (2?2 4 2) r x2+2
Ausfiihren der Integration ergibt

327 +2 9

SchlieBlich miissen noch die Grenzen eingesetzt werden, es ergibt sich folglich

/2;372—+2 dz =1In(2) + In(6) — In(1) — In(3) = In(4).
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Alternative: Verwende die Substitution:
dy dy
=+ 2= 2L =322+2=>dr = -——
Yy ="+ 2z e x° + x 33 12
Und die Integrationsgrenzen:
y=(1"+2-1)=3
Yo = (22 +2-2)=8+4=12

/2 322 +2 /2 322 +2 /12 1d ln [y

_— = B —————— — g n

1 x(2?+2) L 3+ 2 3 yy Yl
=In(12) — In(2) = In(4)

(c) Mit Eulersche Formel erhalten wir

|23 = €2 . |e%] = € - \/(cos(3))? + (sin(3))? = €.

/‘€2x+3i‘ dr = /6251: dr = [ﬁ] ]
2

Damit gilt

Aufgabe 11 (2+2=4 Punkte)

Berechnen Sie die Grenzwerte:

3+ 22 —5r+3 1 4
li b) li —
@y S ® i (555)

(a) Da Zahler und Nenner beide gegen 0 konvergieren, kann man (zweimal) den Satz von 1'Hospital

anwenden:
.+ a?—5r+3 . (P42 =br+3) . 3x?+2x-5 . (32 +2x-5)
lim = lim = lim — = lim T
z—1 hl(x) —xz+1 z—1 (]n(x) —x+ 1)/ T—s1 1 1 o1 (; _ 1)/
z—1 —= —1

(b)

5 1 4 , i x+2 4
im - =" 00 — 00’ = lim —
=2 \r—2 22-4 =2 \ (x —2)(zr+2) a2-4

. 1
lim —.
n—2 r + 2 4

Aufgabe 12 (3 Punkte)
Gegeben sei die Matrix

1 2 3
A=|-1 2 1
3 2 2

Ist die Matrix A regulér? Ist sie invertierbar? Begriinden Sie Ihre Antwort.
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Wir berechnen die Determinante von A:
1 2 3
det | =1 2 1| =-12
3 2 2
Da det(A) # 0 ist die Matrix regulér und invertierbar.
Aufgabe 13 (6 Punkte)
Losen Sie das Anfangswertproblem
u’(t) —2u'(t) + 3u(t) =0, t>0
u(0) =1, «/(0)=-1
Wir haben eine lineare homogene GDGL zweiter Ordnung mit Koeffizienten a = —1 und b = 3.

Da a? < b ist, bekommen wir nach Lemma 9.3.1 w = Vb — a? = V2 und somit die Losung

u(t) = e (r sin(v/2t) + scos(ﬂt)) mit r,s € R.
Um die Konstanten r und s zu bestimmen, benutzen wir die Anfangswerte:

u(0) = €” (rsin(0) + scos(0)) = s =1 = s=1.
Wir berechnen u/(t):

u'(t) = e <7’ sin(v/2t) 4 s cos(vV/2t) + V2r cos(V2t) — V/2s sin(x/ét)) :

Mit dem Anfangswert u/(0) = —1 und s = 1 erhalten wir

u'(0) = €° (7" sin(0) 4 cos(0) + v/2r cos(0) — ﬁsin(O)) —14+V2r -1 = r=-V2.

Damit erhalten wir

u(t) =€ (—\/isin(\/it) + cos(ﬂt)) :




