Prof. Dr. N. Knarr Hohere Mathematik 111 Musterlosung 02.03.2022, 120min

Aufgabe 1 (4 Punkte)

Gegeben sei die Menge

{0

(a) (2 Punkte) Skizzieren Sie A.

2

1
— <22+ <1und (xZOoderyzO)}.

(b) (2 Punkte) Berechnen Sie

I://A (m2+y2)_1 dxdy

Losung

(a)

(b)

I:// x2+y2 ! dxdy:/T:r/ll%rdrdcp:/:;/:%drdgo
/%[m b dp = /_ (%)dso
—tnr) [ dp = () [pI"; = Srln(m)

.
2
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Aufgabe 2 (5 Punkte)
Gegeben seien die Menge M C R? und das Vektorfeld g : R* — R? durch

T
M = y eR? 0§x§1,x2§y§x,x2§z§y

z
g(x,y,z) = (x(cos y)? + 2?yz, —ry’z, 2(siny)? + x2y2) .
Es bezeichne S := M die Oberfliche von M.

(a) (3 Punkte) Berechnen Sie das Volumen von M.
(b) (1 Punkt) Berechnen Sie die Divergenz von g.
(c) (1 Punkt) Berechnen Sie A(g,S), den Ausfluss des Vektorfeldes g durch S.

Losung
(a)
UOZ(M):///Mldxdydz—/ / / dzdydx
—/01/3:2[ ]xgdydx—/ / y — x dydx
:/01 By2—yx2 ; dz = Olix — 3 — ;x +x d:c—/ e +;x dx
SYESRR TN [P
110 4 6 lo 10 4 6 60 60 60
~ 60
(b)

div(g) = 0191 + 022 + D393 = cos?(y) + 2xyz — 2xyz + sin®(y) = 1.

S)://Sg'ndO:///Mdiv(g)dxdydz:610.

(c) Demnach ist
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Aufgabe 3 (10 Punkte)

Gegeben ist die Differentialgleichung
y® £ 3y 42 = —4e® + 62% — 2z .

Bestimmen Sie alle reellen Losungen der Differentialgleichung.
LGosung

SCHRITT 1: In einem ersten Schritt 16st man die homogene Gleichung y® + 3y + 2y = 0. Das
charakteristische Polynom P(X) dieser Differentialgleichung ist P(X) = X3 4+ 3X? + 2X. Eine offen-
sichtliche Nullstelle von P ist 0.

P(X)=X*+3X?+2X = X(X?+3X +2) = X(X + 1)(X +2)

hat die tibrigen Nullstellen —1 und —2.

Die allgemeine homogene Losung f;, ist dann:

fu(x) = ae’® +be " + ce?*
mit a,b,c € R.
SCHRITT 2: In einem zweiten Schritt bestimmt man irgendeine beliebige (partikulire) Losung der ge-
gebenen inhomogenen Differentialgleichung durch einen Ansatz nach Art der rechten Seite.
Partikulidre Losung durch Ansatz nach Art der rechten Seite
Aufgrund des Superpositionsprinzips bekommt man eine partikulire Losung f, von y® + 3y 4 2y =
—4e* 4+ 62 — 2x, indem man eine partikulire Losung f,, von y® + 3y 1+ 2y = 622 — 22 und

eine partikulire Losung f,, von y® + 3y 4 2y = —4e2® bestimmt und diese beiden addiert: f, =
f p1 + f p2-

e Zunichst zu y® +3y? 42y = (622—22)e’®: Weil 0 eine (einfache) Nullstelle von P ist (Resonanz),

machen wir den Ansatz

for (2) = (80 + 817 + 892%) = 87 + 51 2° + s9.2°.

Dreimaliges Ableiten ergibt

fo (@) =s0+2s1 @+ 3sy2%,

f2(z) =25, + 65y,

p1

3 () = 65,.

p1
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Setzt man diese Ableitungen in die Differentialgleichung ein, so erhélt man
659+ 3(28, +65y2) +2(s0 + 2512 + 35927%) = 627 — 21,
Damit ist sg = 12, s; = —5 und s, = 1. Also
fo(z) = 120 — 52* + 2°.

o Jetzt zu y® + 3y + 2y = —4e?®: Weil 2 keine Nullstelle von P ist (keine Resonanz), machen

wir den Ansatz
Jpa (1) = 5067,

Dreimaliges Ableiten ergibt

f]’)2 (z) = 250 €%,

15 (@) = 4s0¢™,
3 () = 859e™.

p2
Setzt man diese Ableitungen in die Differentialgleichung ein, so erhilt man
24 50 €% = —4e%®.

Damit ist sg = —1/6. Also
—1 2z
fp2 ('x) - 6 e
Insgesamt erhalten wir f,(z) = fp, (@) + fp, (2) = 120—5a?+ 23— e

SCHRITT 3: In einem dritten und letzten Schritt muss man schlief§lich noch die oben bestimmte allge-
meine homogene Losung und die oben bestimmte partikuldre Losung addieren:
- —2x 2 3 1 2x
fx) = falz)+ fo(x) =a+be “ +ce ** + 120 — bz* 4+« — e

mit a,b,c € R.
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Aufgabe 4 (11 Punkte)

Gegeben seien

0
(4 -5 o) — cos(3x)
cos(3x)

(a) (6 Punkte) Bestimmen Sie alle Losungen des homogenen Differentialgleichungssystems y' = Ay.

(b) (5 Punkte) Bestimmen Sie alle Losungen des inhomogenen Differentialgleichungssystems
y = Ay + h(z).

Losung
1 0
(a) Seien vy = ( ) und vy = ( )
0 1

e Die Losung zum Anfangswert v/ = Ay, y(0) = v;.

4 4 -9
A’Ul = s A2’U1 =A = = —97)1.
5 ) 0

Es ist Q(X) = X% + 9 mit Nullstellen +3i. Deshalb:
M(z) = sin(3x) cos(3x) M) = 0 1 .
3cos(3z) —3sin(3x). 1/3 0

Deshalb ist die Losung zum Anfangswertproblem

sin(3x)> _ (4/3 sin(3z) + cos(3x)> .

1=\ vy ) M(0 o
f ( ‘A ) (0) (COS(?):L') 5/3sin(3x)

e Die Losung zum Anfangswert v/ = Ay, y(0) = vs.

-5 -3 0
A/UQ = s A2’U2 =A = = —91)2.
4 —4 -9

Es ist Q(X) = X% + 9 mit Nullstellen +3i. Deshalb:

M(z) = ( sin(3z) C(?S(?)ZE) ) MO = < 0 1) '
3cos(3x) 3sin(3z). 1/3 0

Deshalb ist die Losung zum Anfangswertproblem

_+ (sin(3z) —5/3sin(3z)
fo = (02 | Avs) M(0) (008(3:,3)) (_4/3 sin(3z) + cos(3:x))
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Damit ergibt sich die allgemeine homogene Losung als

(@) = 1 - (4/3 sin(3x) + cos(3a:)) . ( —5/3sin(3x) ) it ¢y, ¢, € R.

5/3sin(3x) —4/3sin(3x) + cos(3x)
(b) Es ist
W) = 4/3sin(3z) 4 cos(3z) —5/3sin(3z)
5/3sin(3x) —4/3sin(3z) + cos(3z) )
Deshalb, W(z) ! = —4/3sin(3z) + cos(3x) 5/3sin(3x)
’ —5/3sin(3x) 4/3sin(3z) + cos(3z) )

Damit erhalt man

(le(x)) = W) h)

ci(z)
)
[ —4/3sin(3x) + cos(3z) 5/3sin(3x) cos(3x)
—5/3sin(3z) 4/3sin(3x) + cos(3x)
cos(3z)
)
= | —3sin(3x) +4
cos(3x)
Also kann man beispielsweise
cr(x) Sa
c(r) = =
o () In|cos(3z)| + 4z
wahlen und erhélt als eine partikulare Losung
5z cos(3x) — 5/31n | cos(3x)| sin(3x)
yp() = W(x)e(x) = . .
3xsin(3x) + 4x cos(3x) — 4/3sin(3x) In | cos(3z)| + cos(3z) In | cos(3x)|

Zusammen ergibt sich die allgemeine inhomogene Losung zu

y(@) = un(@) +yp(2)
_ .. (4/3 sin(3z) + cos(?)x)) fe. ( —5/3sin(3x) ) N
5/3sin(3z) —4/3sin(3x) + cos(3x)
5z cos(3z) — 5/31n | cos(3x)| sin(3z) )
3z sin(3z) + 4z cos(3z) — 4/3sin(3z) In | cos(3x)| + cos(3z) In | cos(3x)|

mit C1,Co € R.
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Aufgabe 5 (10 Punkte)

Gegeben ist die 2m-periodische Funktion f mit
sin x fir — 7 <z <0
flz) =
—sinz fir0O<zx<m

(a) (2 Punkte) Skizzieren Sie den Graphen von f auf dem Intervall [—2m, 27].
(b) (8 Punkte) Berechnen Sie die reelle Fourier-Reihe von f.

Losung

(a)

(b) Die Funktion f ist gerade, folglich ist die Fourier-Reihe von f eine reine Cosinusreihe, d.h. es gilt

b, = 0 fiir alle n € N.

Es gilt
o, :i " sin(e) cos(nz) de
_2 ([cos weos(na)ly — [ cosz(=n) sin(na) dx)
(cosmos _1)— ([Smx(—n) sin(na)]5 — /O " sin z(—n?) cos(nz) dx>>
( —1)" = 1) +n? /0 " _ sin(x) cos(nz) dx)
((=

D™ — 1) 4+ n?a,

>HL\D>HL\D>HL\D>]

Daher erhalten wir
2
(1—-n%a, = =((=1)" —1).

T
Fir n # 1 erhalten wir damit
2 ( 1)n+1 1
= 1 —n?
0 falls n ungerade
a 7r(1_— o) falls n gerade

Fir n =1 gilt
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2 m L ! ™
a1:;/0 —sm:ccosxdx:;/o —Sln(2$)d$:%[COS(2$)]o:O'

Damit erhalten wir die Fourier-Reihe

2 2& (—1)—1
f(z) ~ ——+- > ( 1)_ 5 COSTIT
n=2
2 4 1
~ ;Z 0z cos(2kz).
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