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MODULPRUFUNG HOHERE MATHEMATIK 3

FUR KYB, MECHA, PHYS, TPEL

Bitte unbedingt beachten:

Legen Sie Ihren Studentenausweis gut sichtbar vor sich auf den Tisch.
Verwenden Sie keinen Bleistift oder Rotstift.
Die Bearbeitungszeit betrigt 180 Minuten. Es konnen bis zu 60 Punkte erreicht werden.

Zugelassene Hilfsmittel sind zwei eigenhéndig beschriebene DIN-A4-Seiten Formelsammlung
im Original (oder alternativ eine DIN-A4-Seite doppelseitig beschrieben) sowie Zeichenmate-
rial. Insbesondere ist es nicht zulédssig, die Formelsammlung durch technische Hilfsmittel zu
verkleinern. Biicher, Fotokopien, elektronische Rechengeriite, usw. sind nicht zugelassen.

Es gibt insgesamt 9 Aufgaben. Bei den Aufgaben 2, 7, 9 sind die vollstdndigen Argumentations-
schritte anzugeben. Benutzen Sie hierfiir Ihr eigenes Papier und fangen Sie dabei jede Aufgabe
auf einem neuen Blatt an.

Bei den anderen Aufgaben sind nur die Késtchen auszufiillen, Nebenrechnungen werden hier
nicht gewertet und daher auch nicht eingesammelt.

Folgende Funktionswerte konnen Sie ohne weitere Herleitung verwenden.

x llol z |z |z |z|22]| 3 LA
6 4 3 2 3 4 6

sinx [0 L[| B B2 L]
2 2 2 2 2 2

cosx || 1 ViVl 0| -1 _V2 B -1
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Bitte beschriften Sie jeden Ihrer Zettel mit Namen und Matrikelnummer. Nach der Klausur legen
Sie bitte Ihre beschriebenen Blitter in den gefalteten Umschlagbogen hinein.

Wann die Priifungsergebnisse vorliegen, wird auf der Homepage der Vorlesung bekanntgegeben.

Wir wiinschen Thnen viel Erfolg!

Hinweise fiir Wiederholer: Studierende, die diese Priifung als Wiederholungspriifung schreiben, werden darauf hin-

gewiesen, dass zu dieser Wiederholungspriifung unter bestimmten Umsténden eine miindliche Nachpriifung gehort, es sei

denn, die schriftliche Priifung ergibt die Note 4,0 oder besser. Wiederholer, bei denen eine miindliche Nachpriifung erfor-

derlich ist, miissen bis 15.04.2022 einen Termin vereinbaren. Eine individuelle schriftliche Benachrichtigung erfolgt nicht!

Sie sind verpflichtet, sich rechtzeitig iiber das Ergebnis der schriftlichen Priifung zu informieren und sich zum vereinbarten

Zeitpunkt fiir die miindliche Nachpriifung bereitzuhalten.

Mit Threr Teilnahme an dieser Priifung erkennen Sie diese Verpflichtungen an.
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Aufgabe 1 (2 + 2+ 2 + 2 + 2 = 10 Punkte). Gegeben sei die Kurve

cos 3t
y(t) =|sin3t|, te€][0,x].
4¢

(a) Bestimmen Sie y(¢) und die Linge L der Kurve y.

—3sin 3¢

y@) =|| 3cos3t || L= 57r . @

Losung:

L=/ |j/(t)|dt=/ \/9sin23t+9cos23t+16dt=57r.
0 0

Betrachten Sie fiir a, b € R das Vektorfeld 7 : R? - R? gegeben durch

2axy — ayz + %22
0(x,y,2)=| a(x*—y—xz)
bxz —2xy

(b) Bestimmen Sie die Rotation von U

ax — 2x

rot (x, y,z) = —ay—bz+2y+ éz ) @
0

Punktvergabe: @ falls mindestens eine Komponente richtig ist.

(¢) Bestimmen Sie a, b € R so dass U ein Gradientenfeld ist.

SINe
8

Losung: Es giltrot o = 0 genau dann, wenna = 2und b = é Da R3 einfach zusammenhiingend

Q
I
()

ist, reicht diese Bedingung, damit U ein Gradientenfeld ist.

(d) Bestimmen Sie ein Potential ® von o fiir Thre Wahl von a und b.

D(x,y,2) = 232y — ) + %xzz  xyz . @
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Losung: Wir integrieren die jeweiligen Komponenten partiell:
4xy —2yz + iz2 dx — 2x*y — 2xyz + szz
16 16
/2x2 —2y—2xzdy — 2x*y — y* = 2xyz
/lxz—Zx dz — szz—2x z
8 Y 16 Y
Das liefert das Potential

D(x,y,z) =2x"y — y* + 1—16sz —2xyz.

Punktvergabe: @ falls mindestens zwei Terme richtig sind.

(e) Berechnen Sie das Kurvenintegral fiir Ihre Wahl von a und b.

/y (5, dx) = - 4O

Losung: Mit dem Haupsatz fiir Kurvenintegrale gilt

/(5, dx) = /(VCD, dx) = O(y (7)) — P(y(0)).
14 14

Ferner gilt

-1 1
d(y(n)) =@| 0 | = —7% und ®(y(0)) =P|0|=0.
4 0
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Aufgabe 2 (5 Punkte). Es bezeichne B C R? die Hohlkugel
B={(x,y,2) R’ |1 <x*+)y* 4+ 2> < 4).
Ferner sei das Vektorfeld 7: B — R® gegeben durch

1 + y*arctan z
o(x,y,z)=| »y+ 32\/;

Bestimmen Sie das Integral

aB
Hierbei bezeichnet 7 den nach auBen orientierten Einheitsnormalenvektor.

Bitte vollstindige Argumentationsschritte auf separatem Papierblatt angeben.

Losung: Der Satz von GauB} besagt, dass /a g(U.n)ydo = / pdivd(x,y, z). Deshalb berechnen
wir die Divergenz von o:

.o v, ov, 0v;
divo(x,y,z) = —(x,y,2) + —(x,3,2)+ —(x,»,2) =0+ 1 + z
o0x dy 0z

Dann ist / g div vd(x,y, z) die Summe zweier Integrale / pd(x,y,z)und f 5 2d(x, y, z). Das erste In-
tegral ist gleich dem Volumen der Hohlkugel:

4 3 4 ;28
dx,y,z2)==-n-2"—=-n-1° = =—n.
/B(xyz) 37r 37r 37r

Das zweite Integral ist gleich 0, denn das Integrand eine ungerade Funktion in z ist und die Hohlkugel
symmetrisch beziiglich der xy-Ebene ist. Insgesamt erhalten wir

28

(0,n)ydo = =—nr.
oB 3

Punktvergabe: @ Anwendung des Satzes von GauB.
@ korrekte Ausrechnung von div .
@ erstes korrekt ausgerechnetes Integral.

korrektes Endergebnis.

Alternativ kann man das Integral der Divergenz mit Kugelkoordinanten ausrechnen. Die Hohlku-
gel B lasst sich folgendermalen parametrisieren:

®: [1,2]1%[0,27] X [0, #] — R?, (r,,0)T — (rcos@sin@, rsin@sinf, rcos )’
Dann gilt

2 T 2r
/(1+z)d(x,y,z)=/// (14 cos @) - r*sin@ dedodr
B 1 0 0
2 p 3 2 b3
=27£/ / rzsin9a’9dr+27r/ / r?cos@sinf dodr
1 0 1 0
M

2
=47r/ rzdr=§7r.
1 3
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Punktvergabe: @ Anwendung des Satzes von GauB3.
@ korrekte Ausrechnung von div 0.
@ korrekte Parametrisierung der Hohlkugel B.
@ korrekte Koordinatentransformation mit Funktionaldeterminante 7 sin 6.

@ korrektes Endergebnis.

Aufgabe 3 (2 + 2 + 1 = 5 Punkte). Es bezeichne B C R? die obere Hilfte der Einheitskreisscheibe
und ferner sei die Funktion f : B — R gegeben durch

f(x,y) = =2xysin(y*).

(a) Schreiben Sie B als Normalbereich vom Typ I:

B=| {ener|-1<x<10<y<Vi-x2| ©

Losung: Als Normalbereich vom Typ II ldsst sich B folgendermalien darstellen:

B={(nerR0<y<l, V1= <x<V/I-)7}

Punktvergabe: @ wenn Typ I und Typ I verwechselt wurden.

(b) Driicken Sie das Integral durch ein Doppelintegral aus:

1 ,V1-x2
/dev - / / Fx ) dydx ©
-1 JO0

Losung: Auch korrekt:

1 V1-x2
/ dX/ fx,y)dy.
-1 0

Punktvergabe: @ falls mindestens bei einem von den zwei Integralen die Integrations-
grenzen richtig sind.

@ wenn das Doppelintegral richtig ist, aber fiir Typ II.

(c) Bestimmen Sie den Wert des Doppelintegrals aus Teil (b):

/dev= 0 @
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Losung:

1 rV1-x2 1 V122
/fdu =/ / fx,y)dydx = —/ / 2xysin(y?) dydx
B -1J0 -1J0

1 — 1
= / x[cos(yz)]i:0 = dx = / xcos(l —x?) —xdx =0,
1 -1

denn das Integrand eine ungerade Funktion ist. Alternativ kann man die Substitution u = 1 — x>
benutzen:

1 0 1
/xcos(l—x2)dx=/ xcos(l—xz)dx+/ xcos(l —x») dx =
— 0

1 -1

1 /! 1 /[0
:——/ cosua’u——/ cosudu=0.
2 Jo 2 /i

Aufgabe 4 (1 + 1+ 1 + 3 + 2 = 8 Punkte). Betrachten Sie die Differentialgleichung
y" —=3y" +4y =50sint. (1)
Sie diirfen als bekannt annehmen, dass A, = —1 eine Nullstelle des charakteristischen Polynoms ist.

(a) Finden Sie eine weitere Nullstelle des charakteristischen Polynoms:

[ 2 1 O®

Losung: Fir das charakteristiche Polynom y gilt

XA =2 =32 +4=0U+ DA =42+ =4+ )4 -2

(b) Schreiben Sie die allgemeine reelle Losung der zu (1) gehorigen homogenen Differentialglei-
chung.

v () = cie” + e + cyte” . @

(c) Finden Sie a € C mit Re(ae™) = 50sint:

a= —50i . @

(d) Finden Sie eine reelle partikuldre Losung y, der inhomogenen Differentialgleichung (1):

(komplexer) Ansatz: () = ce" . @

y,(1) = cost+ 7sint i @
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(e

Losung: Wir betrachten die Komplexifizierung
V" (1) = 3y (t) + 4y(t) = =50ie"

und suchen dementsprechend eine (komplexe) partikulire Losung mit dem Ansatz j,(r) = ce”,
c € C. Einsetzen liefert
(—ic 4 3c + 4c)e’" = =50ie",
also
e = —50i _ =50i(7 + i) -
T—i (T=i)(7T+1i0)

und damit
v, =0~ 7iYe" = (1 — Ti)(cost+isint) =cost+isint —7icost + 7 sint.
Davon nehmen wir den Realteil:
y,(1) = Re(J,(1)) = cost + 7sint.
Punktvergabe: @ falls die Losung y, () reell ist.

@ fiir richtige komplexe Losung (statt reell).

Bestimmen Sie fiir # > 0 eine beschrénkte Losung y von (1) (d.h. sup,, , |¥(#)| < oo) mit y(0) = O:

) = cost+ 7sint —e™! . @

Losung: Alle Losungen sind von der Form

y(t) = y,(1) + y,(t) = cost + Tsint + cje” + c e + cyte.

Die Funktion y ist genau dann beschrénkt fiir # > 0, wenn ¢, = ¢; = 0. Einsetzen y(0) = 0
liefert ¢, = —1.

Punktvergabe: @ falls eins der Folgenden gilt:

e Die Losung ist von der Form y, + y,,.
e Die Losung ist beschrénkt fiir # > 0.
e Die Losung erfiillt y(0) = 0.
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Aufgabe 5 (1 +2 + 1 + 1 = 5 Punkte). Folgendes Anfangswertproblem fiir eine Integrodifferential-
gleichung ist mithilfe der Laplace-Transformation zu l19sen:

ﬂﬂ+/:%ﬂmmﬂ—ﬂdr=0, $(0) = 1. )
0

(a) Bestimmen Sie die Laplace-Transformierte von cosh t:

S
cosht o—e 71 . @

(b) Schreiben Sie das Anfangswertproblem (2) als Gleichung fiir Y = L(y):

S
SY(5) = 1+ =¥ (5) =0 ‘ <)

Losung: Es gilt y(t) o—e sY(s)— »(0). @

Das Integral fot y(t)cosh(t — 7) dt ist die Faltung von y und cosh, deshalb erhalten wir das

Produkt der entsprechenden Laplace-Transformierten. @

(c) Losen Sie dann Ihre Gleichung aus Teil (b) nach Y (s) auf:

_ s2—1
Y(s)= $3 ‘ @

(d) Bestimmen Sie y(1):

y(@) = l—g : @

1

shtl :

. . "
Losung: Das folgt aus der Regel —o—e
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Aufgabe 6 (1 + 2 + 2 + 2 = 7 Punkte). Sei A die Matrix

2 2 -1
A=|0 3 -1}.
02 O

(a) Finden Sie die (reellen) Eigenwerte 4, < 4, < 45 von A:

/11: 1 H 12: 2 d

Ay =

: | O

(b) Nennen Sie eine Basis {v,, v,, v;} von R? aus Eigen- und Hauptvektoren von A, wobei v, zu 4,

gehoren soll.

0 1
Vl - 1 N V2 = O y
2 0

®

Punktvergabe: @ falls mindestens zwei Vektoren richtig sind.

(c) Bestimmen Sie drei linear unabhiingige Losungen von x =

AX:

Losung: Die Losung kann man direkt vom Skript ablesen (Seite 34).

Punktvergabe: @ falls mindestens ein x; richtig ist.

(d) Bestimmen Sie die Losung des Anfangswertproblems:

3

X = AXx, x(0)=]|-1]1.

0

3e2 — 2te?
x(1) = el — 2%
2e! — 2%

@
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Losung: Die Losung ist eine Linearkombination von X, X,, X5, also X(f) = ¢,X; + ¢,X, + ¢;3X;.
Die Anfangsbedingung x(0) = (3, —1,0)" impliziert ¢, = 1,¢, = 3,¢3 = =2

Punktvergabe: @ falls eins der Folgenden gilt:

e Die Losung ist eine Linearkombination von X, X,, X;.

e Die Losung erfiillt x(0) = (3,—1,0)T.
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Aufgabe 7 (2 +2 + 2 + 2 = 8 Punkte). Essei f: C\ {-3,1} — C gegeben durch

4z
(z=1(z+3)

(a) Finden Sie die Partialbruchzerlegung von f.

f(2) =

(b) Bestimmen Sie die Laurentreihe von f mit Entwicklungspunkt a = 0, die im Punkt z = 2
konvergiert.

(c) Was ist das grofite Ringgebiet {z € C | r < |z| < R} in welchem die Laurentreihe aus Teil (b)
konvergiert?

(d) Berechnen Sie folgendes Integral:

f(z)dz.

|z|=2

Bitte vollstindige Argumentationsschritte auf separatem Papierblatt angeben.
Losung: (a) Wir schreiben

A B  Az+3A+Bz—-B
f&= Y 3T T oDz )

Esmuss A+ B =4 und 3A — B = 0 gelten, also A = 1 und B = 3. Eine Partialbruchzerlegung von f
ist dementsprechend gegeben durch

1 3
=—+—.
&=
Punktvergabe:
N L A B
@ fiir den richtigen Ansatz: f(z) = + )
z—1 z+43
@ fiir Ausrechnen von A und B.
(b) Es gilt
1 11 vl w1
= — . = — _— = —_—, > 1’
z—1 z 11 z;zk ;zk 12l
1 1 1 o (—DF
= —. = , < 3.
z+3 3 1_(_§) ;3“12 |z

Punktvergabe:

@ fiir den Hauptteil ) z7*.
Kk
@ fiir den Nebenteil );,° <—%> z*.
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(c) Die Laurentreihe aus Teil (b) konvergiert im Ringgebiet {z € C | 1 < |z| < 3}. Das Ringgebiet
darf nicht groBer sein, weil f Polstellen in 1 und —3 besitzt.
Punktvergabe:

Je @ fiir die untere Grenze r = 1 und die obere Grenze R = 3 (Folgefehler beachten!).

(d) Nur die Polstelle der Ordnung 1 bei z = 1 liegt innerhalb des Kreises mit Radius 2 um 0 und
aus der Partialbruchzerlegung aus Teil (a) folgt, dass

Res(f, 1) = Res< ! ,1) —1.
z—1
Somit gilt nach dem Residuensatz, dass
f(z)dz =2riRes(f,1) = 2xi.

|z]=2

Punktvergabe:
@ fiir Berechnung von Res(f, 1).

@ fiir richtiges Endergebnis (Folgefehler beachten!).

Alternativ folgt aus dem Cauchyschen Integralsatz

}2{ I dz=0
|z|=22+3

und aus der Cauchyschen Integralformel folgt

}2{ ! dz = 2ni.
|z|=2 z—1

f(z)dz:jl{ I a’z+3}l€ ! dz =2ni+ 0 =2rxi.
|z|=2 |z|=2Z—1 |

z|=2 zZ+

Wegen Teil (a) gilt daher

Punktvergabe:

@ fﬁr}{ ! dz =2ri.
jai=22 ~ 1

z

fiir richtiges Endergebnis (Folgefehler beachten!).

Aufgabe 8 (4 + 4 = 8 Punkte). Wir betrachten die Funktion

1 o1
f(Z) = m +Slnhz.

(a) Bestimmen Sie Lage und Art sdmtlicher isolierter Singularitdten der Funktion f. Bei Polstellen
geben Sie auch die Ordnung an.

Die Funktion f hatim Punkt z, = -2 eine Polstelle der Ordnung 3

©)
©)

Die Funktion f hat im Punkt z, = 0 eine wesentliche Singularitéit
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Punktvergabe: Jeweils noch @ , wenn die Punkte z, = —2 bzw. z, = 0 dastehen, aber die
Art der Singularitit falsch angegeben wurde.

(b) Berechnen Sie die entsprechenden Residuen:

Res(f,z,) = —= <:> Res(f, z,) =

o\

©)

Losung: Da sinh(1/z) in z; = —2 analytisch ist, gilt
.1
Res ( sinh —, —2) =0.
z
Dementsprechend gilt

I@xﬁzp:ﬂ@qf;a)zR%<R;%3§,Q>

1 <i>3_l(z + 2)3f(z)|2=_2

T B-=D'\dz
1 d? 1

N 5 . E<Z> z=-2
1 1

T Bl §

Es gilt sinh’(0) = cosh(0) = 1. Die Laurentreihe von sinh(1/z) mit Entwicklungspunkt z, = 0
ist also gegeben durch

sinh l = l + hohere Terme.
z z

Damit gilt
R%(smhio>=1.
zZ

AuBerdem gilt

s (ﬁ”) = 1 D! (%)1_1Zf<z>1z=o
1

z=0 B 8

(&)

Insgesamt erhalten wir

I%dfjﬁ=ﬂ%“fﬁ)=R%<R;£E§ﬂ>+R%<smh§0>=é+4==%
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Aufgabe 9 (4 Punkte). Fiir > 0 berechnen Sie das Integral

/ ©  cos(wx)
———dx.

o X2 =2x+2

Hinweis: Nutzen Sie fiir den Integranden die Funktion

eiwz

TO= 205

Bitte vollstindige Argumentationsschritte auf separatem Papierblatt angeben.

iwz

Losung: Wir betrachten die Funktion f(z) = ﬁ. Der Nenner z?> — 2z + 2 hat die beiden
z? -2z
Nullstellen z;, = 1 +iund z, = 1 — i mit
eia)z eiwz _ e—a)eia)

Res(f,z,) = = =
es(f,zy) T2 —2z42)=tt (22— 2) =t 2i
0z

f istanalytisch in C mit Ausnahme von Polstellen der Ordnung 1 in z, und z,. AuBlerdem gilt fiir z € C
mit Im z > 0, dass |e/®?| = |e~®!™?| < 1, und fiir |z| > 3 gilt |22 =2z + 2| = |z|*|1 = 2z7' +2z72| >
|z|2(1 —=2/3 =2/9) = |z|>/9. Also gilt | f(z)| < 9|z|™? fiir alle z € C mitImz > 0 und |z| > 3. Wie
in der Vorlesung gezeigt, folgt somit

/°° f(x)dx =2ziRes(f,z,) = me “e'.

Aufgrund der Eulerschen Formel e’* = cos wx + i sin wx ist das gesuchte Integral nun der Realteil
des letzten Integrals, also

[oo % dx = Re </_oo f(x) a’x> = Re(re ) = me™® cos w.

Punktvergabe:

@ fiir die Nennernullstellen z;, = 1 4+ i und z, = 1 — i und Berechnung von Res(f, z,).

fiir die Feststellungen, dass f analytisch in C mit Ausnahme der beiden Polstellen z, und
z, 1st (es geniigt auch nur die abgeschlossene obere komplexe Halbebene zu betrachten),
und dass | f(z)| < C|z|~? fiir Im z > 0 und |z| hinreichend groB gilt.

@ fiir /% f(x) dx = 2miRes(f, z,).
@ fiir korrektes Endergebnis (Folgefehler beachten!).

Alternativ kann man auch eine (geeignete) geschlossene Kurve y,, R > 0, in der oberen komple-
xen Halbebene wihlen, z.B.

R F 4
/ f(2)dz = / f(x)dx +/ f(ReMiRe" dt.
YR —-R 0
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Dann gilt

R 3]
/ f(X)dx—>/ f(x)dx (R — )
-R -0

sowie (wegen | f(z)| < C|z|~? fiir Im z > 0 und |z| hinreichend groB)

/ f(Re”)iRe"dt' <zCR'>50 (R = ).
0
Mit dem Residuensatz folgt nun
27riRes(f,zl)=/ f(z)dz—>/ f(x)dx (R — o).
YR -0

Der Rest des Beweises verlduft analog wie zuvor.

Punktvergabe:
@ fiir die Nennernullstellen z, = 1 4 i und z, = 1 — i und Berechnung von Res(f, z,).

fiir Berechnung des Limes R — oo in den gewihlten Kurvenintegralen.
@ fiir Anwendung des Residuensatzes und Betrachtung des Limes R — oo mit Ergebnis

[ f(x)dx =2xiRes(f, z)).
@ fiir korrektes Endergebnis (Folgefehler beachten!).
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