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Klausur zur Hoheren Mathematik 3

fiir Ingenieurstudiengénge

Beachten Sie die folgenden Hinweise:

e Bearbeitungszeit: 120 Minuten.
e Erlaubte Hilfsmittel: Vier eigenhéndig handbeschriebene Seiten DIN A4.
e Fintragungen mit Bleistift oder Rotstift sind unerwiinscht.

e In den Aufgaben 1-5 sind vollstindige Losungswege anzugeben. Die Bearbeitung dieser

Aufgaben ist auf gesondertem Papier vorzunehmen.

e In den Aufgaben 6—7 sind nur die fertiggerechneten Endergebnisse anzugeben. Diese sind in
die vorgegebenen Kisten einzutragen. Nebenrechnungen sind hier nicht verlangt und werden

bei der Bewertung nicht berticksichtigt.
e Es sind insgesamt 40 Punkte erreichbar.

e Die Priifungsergebnisse werden voraussichtlich ab dem 14.10.2024 im Campus-System

bekanntgegeben.

VIEL ERFOLG!
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Aufgabe 1 (24+144+1+1 = 9 Punkte)
Sei f: R — R die 27-periodische Funktion, die fiir —7 < 2 < 7 gegeben ist durch
0 fir 7m<z<0

flx) = 1 fir 0<ao<3

3

0 fir 7 <uz<

Die Funktion f ist weder gerade noch ungerade.

(a) Skizzieren Sie den Graphen der Funktion f(x) fir —7 < x < 3.

(b) Bestimmen Sie an der Unstetigkeitsstelle 29 = 5 den Wert Fourier;(7) der Fourier-Reihe.
(c) Bestimmen Sie die Fourier-Reihe von f(z).

(d) Bestimmen Sie das Integral fog ek dg fiir k € Z mit k # 0.

(e) Berechnen Sie die komplexe Fourier-Reihe Fourier?(a:).

Lésung.

(a) Skizze des Graphen von f(z):

Y
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2 2 9 9

(b) Es ist Fourier;(3) = 3 ( lim f(z)+ lim f(m)) =1(1+0) =1

r— 540 r—5-0

(c¢) Es wird
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Firn > 1 wird

—

" f(x)cos(nx) dx

1 cos(nx)dx

o
WP

A= A= 3=

[% sin(nx)]§

sin (%) .

-
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Fir n > 1 wird
by = <[ f(z)sin(nz)dz
= %fog 1-sin(nzx) dx

= L(—COS(%) +1) .

nm

Damit ist die Fourier-Reihe von f(x) gegeben durch

Fourierf(z) = % + nz_:l a, cos(nx) + ; by, sin(nzx)
1+i1 , (mr) ( )+i1<1 <n7r>)( )
= = — sin ( — ) cos(nz — (1 —cos | —) ) sin(nz) .
4 ~nr 2 o 2
(d) Esist fiir £ #0
f02 efikz dl‘ _ [_llkeflkz]g
= e -
= HeE )
(e) Die komplexe Fourier-Reihe ist gegeben durch
Fourier?(x) = Z e,
k=—00
wobei
1 s
Ch = 5 B f(z)e ™ dx
Fir £ = 0 wird i
| (3
o = — 1dzx
2 Jo
= 5 lld
_ 1
-

Unter Verwendung von (d) ist ¢y = o - f()% l-e"hdy = L.

o 2m
o
: .C _ 1 i —ikZ ikx
Fourier;(z) = -+ E (e "2 —1)e
k=—o0
k#0

Alternativ kann man ausnutzen, dass die Koeffizienten ¢, von Fourier(?(x) mit den Koeffizienten

ay, by von Fouriers(z) in folgender Beziehung stehen:

—ib ib
=", o= ck:% fiir > 1.
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Es wird daher fir £ > 1

_ 1.1 _1
© = 37371
5 () it (Ceos(8) 11) i (—isin
C. = =
2
() ik (eos() +1) i ising
k= =
2
und somit N
Fourier?(x) = 14 Z i (e71F5 — 1)eike
o
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Aufgabe 2 (3424241 = 8 Punkte)

— N
[CE=EN

2 —4+42i
Sei A := <0 ) Es ist w := < i ) ein Eigenvektor von A zum Eigenwert A = 2 — i.
0— 1

0
Sei b(x) == (e”). Wir betrachten das Differentialgleichungssystem
0

y = Ay +b(x).

a) Bestimmen Sie ein Fundamentalsystem von v’ = Ay.
Yy Yy Yy

Berechnen Sie fiir die zugehorige Wronski-Matrix Wys(2) die Determinante det Wyys(0).
(b) Berechnen Sie Wyy(0)~! und dann Wyye(z) ™t
(c) Bestimmen Sie eine partikuldre Losung des Differentialgleichungssystems y' = Ay + b(z).
(d) Bestimmen Sie alle Losungen von ¢y = Ay + b(x).

Lésung.

1
(a) Mit z := (0) ist Az = 2z. Also ist z ein Figenvektor von A zum Eigenwert 2. Dies gibt die

fufe) = e (1)

vektorwertige Losung
Wir bestimmen ausgehend von w noch zwei vektorwertige Losungen.

—4 2 —4 2
Esistw:( 0>+i(1>:u—l—ivmitu:( 0) undv:(1>.
1 0 1 0

Esist \=2—i=a+ifmita=2und g =—1.

Wir erhalten die beiden vektorwertigen Losungen

fiai(x) = **(cos(~x) (04) — sin(—x) <f)) _ o <4008<Sf3(+x2)sin<z>>

1 0 cos(x)
und
op /- —4 2 9 4 sin(x)+2cos(z)
fig(x) = e*(sin(—x) 0 + cos(—x) ! ) = e** cos(ﬂ(c)) :
—sin(z

Die Wronskimatrix zu fu)(z), fiz1(x), fig(x) ist

0 sin(z) cos(x)
0 cos(z) —sin(z)

1 —4cos(zH2sin(x) 4sin(z)+2cos(z)
Weys(x) = 62“< )

Somit wird

1—-4 2 01
det Wys(0) = det (0 0 1) = 1-det(10> - 1.
010

Da det Wyy5(0) # 0, liegt in der Tat ein Fundamentalsystem vor.

Seite 5 von 13



(b) Wir berechnen zunéchst Wy (0) L.

1-42/100 100/1-24
0 01010 ~ 010/0 01
0 10001 0010 10
1 1-24
Also ist Wyys(0)~t={0 01 ).
0 10
Damit wird
-1 _ 1
Waps(2) ™ = Waya(0) ™ Ways (=) Weys(0) ™
1-24 —4cos( x%Qsm ) —4sin(x)+2cos(x) 1-24
= 0 01 fsm x) cos(z) 0 01
010 sin(z) 010

1
0
0 cos(
0

n(

(

)
1-214

= e 22 (0 cos(z) sin m)) (O 0 1>
0 — sin(z) cos(z) 0 10
1 -2 4

= e %2 (0 sin(z) cos(z) > .
0 cos(z) —sin(z)

(c) Wir setzen an:

(o) = Waea) (o) = e (9 a0 o ) () = ()
clx) = svs (L - x) = e “*|o sin(z) cos(z) e2® = sin(z) .
v 0 cos(z) —sin(x) 0 cos(x)

Wir leiten auf zu:
—2x
cle) = —cos(z) .
( ) ( sin(x) )

1 —4cos(zH2sin(x) 4sin(z)+2cos(z) —2z

fp(fL‘) = Wsys(x) C(I) = e (O sin(x) cos(x) ) (—cos(:c))

0 cos(x) —sin(x) sin(x)

Als partikuldre Losung ergibt sich

— sin(z)cos(x)+cos(z)sin(x)
2

—2x+4cos(x)?—2sin(z)cos(x)+4 sin(x)2+2cos(x)sin(z) —2z+4
e2m — eQm 0 )

— cos(z)?—sin(z)? -1

(d) Jede Losung ist von der Form

f(@) = (@) +difu(@) + dafiy () + ds fiz(x)

—2x+4 1 —4cos(z)+2sin(z) 4 sin(z)+2cos(x)
= % ( 0 ) + dle2x (0) + d2€2w < sin%x)) ) + d3e2m ( COS(?)) ) )
-1 0 cos(z —sin(z

wobel dy, ds, d3 € R.
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Aufgabe 3 (1+14141+3+1 = 8 Punkte)
sei Ji= { (1) R+ <a} = { ([7) e R |r e (0,2, e 0,2n]}.

rsin(y)

Sei @ : R? - R3: (Z) = O(u,v) = ( v ) Sei S := ®(J).
u?+v?

Wir betrachten das Vektorfeld g : R® — R3 : (xz) = gz, 29, 23) 1= (_a:gi2 )

T3 Toxs3

(a) Parametrisieren Sie den Rand von J in positiver Orientierung mit einer Funktion C.
(b) Bestimmen Sie die Funktion (® o C')(t) = ®(C(t)) und deren Ableitung (® o C')'(1).

(
(d) Bestimmen Sie @, x D, .

)

)
c) Berechnen Sie [, g(x) e dz als Kurvenintegral unter Verwendung von (b).

)
(e) Berechnen Sie [[ rot(g) @ ndO als Flichenintegral unter Verwendung von Polarkoordinaten.
(f)

f) Vergleichen Sie die Ergebnisse aus (c¢) und (e) und verifizieren Sie so in diesem Fall den

Satz von Stokes.

Lésung.

2 cos(t))

(a) Wir parametrisieren den Rand von J mittels C : [0,27] — R? : ¢ <2sin( y )

(b) Esist (o C)(t) = ®(C(t)) = ( z:)r?((:)) ) = (22:((2>

(2 cos(t))2+(2sin(t))2 4

—2sin(t)
Davon die Ableitung ist (® o C)'(t) = ( 2 cos(t) ) )

0
(c¢) Es wird
Jos9(@) e de = [T g(@(C(t) e (2o CY(t)dt
(b) 2w [ —2sin(t) —2sin(t)
= / 2 cos(t) ° 2 cos(t) dt
0 2sin(t) -4 0
27
— [
0
= 8
(d) Es wird

1 0 —2u
b, x o, = <0>><(1) = (—%),
2u 2v 1

0/0x1 —x9 x3—0 z3
(e) Zunéchst ist rot(g)(x1, x9, x3) = (8/6z2) X ( 1 ) = ( 0-0 > = (0),

0/0x3
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Damit wird

J[srot(g) endO = [[,10t(g)(D(u,v)) @ (Py x ;) dudv

(P (u

(:) ( ) (j:f) du dv
?)
o (€

[, +v*) (= 2u)+2dudv

4p—27r

rcos(p))? + (rsin(p))?)(—2r cos(p)) + 2) - rdrdy

r=

2 pr=
= 5 o oo ? _2rtcos() + 2rdr dy
= f::_oz 5:02 —2rtcos(p) + 2rdedr

- f’: [—2r? sm(go)+2rg0]“’ 27rdr

r

= fr:_() 04 2r-2rdr

(f) Wir erhalten

/ g(x)e dx © g © //rot(g)ondO.
a3 s

Dies bestétigt den Satz von Stokes im vorliegenden Fall.
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Aufgabe 4 (14341 = 5 Punkte) Wir betrachten die Wellengleichung
Ut = 4u:m:
mit den Anfangsbedingungen

u(z,0) = 0, u(z,0) = o firzeR.

(a) Bestimmen Sie die zugehorige Losung u(z, t) unter Verwendung der d’Alembertschen Formel.

(b) Uberpriifen Sie zur Probe die Losung u(z,t) aus (a) durch Einsetzen in die Wellengleichung

1

o) fir x € R.

Uy = 4ug, und in die Anfangsbedingung u(x,0) =

(c) Bestimmen Sie den Grenzwert tliin u(0,1).
—+o0

Lésung.

(a) Mit der d’Alembertschen Formel wird, unter Verwendung von ¢ = 2, f(z) = 0 und g(r) = 5,

x+2t

u(z,t) = %(f(x—Qt)+f(:c+2t))+%/ o(s) ds

z—2t
x+2t 1
- i / 2 ds
z—9ot S + 1

[arctan(s)]“ 5!

1
1
= 1 (arctan(z + 2t) — arctan(z — 2t)) .

(b) Es wird
u; = 2 (4 (arctan(z + 2t) — arctan(z — 2t)))
1 1 1
- Z(m'z—m'(—%)
1 1 1
Es wird
_ 0 1 1 1
Y = ot (5 ((a:+2t)2+1 - (x—2t)2+1>)
1 1 1
. 2(z+21) + 2(z—2t)
T (@202 T (@202 +1)2 ¢
Es wird
u, = 2 (1 (arctan(z + 2t) — arctan(z — 2t)))
_ 1 1 . 1
-4 <(x+2t)2+1 (:c—2t)2+1> :
Es wird
_ o) 1 1 1
Uae = 5 (Z ((a:+2t)2+1 - (x—2t)2+1>)
1 1 1
= 1 (- 20+ 2) 1+ G 2 - 20)-1)
— 1 (_ 42t 4 z—2t >
= 2\ 7 (@222 T (@202402 ) -
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Also ist in der Tat wuy = 4y, .

Es wird
w(z,0) = (Fu(z,t))]i=o

wie verlangt.
(c) Da arctan(z) eine ungerade Funktion ist, wird

lim u(0,¢) = lim 2 (arctan(2t) — arctan(—2t))

t——4o00 t—+4o0 4

= lim ] arctan(2t)
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Aufgabe 5 (14+2+1 = 4 Punkte) Wir betrachten die Differentialgleichung
y' -y =1,
mit den Anfangsbedingungen y(0) =0, 3/(0) = —1.
Sei f(t) die zu bestimmende Losung dieses Anfangswertproblems. Sei F'(s) := L(f(t)).

(a) Setzen Sie f(t) in die Differentialgleichung ein.
Wenden Sie £ auf beide Seiten der entstandenen Gleichung an
und setzen Sie die Anfangswerte f(0) =0, f/(0) = —1 ein.

(b) Bestimmen Sie F'(s) unter Verwendung von (a).

Wenden Sie Partialbruchzerlegung auf den entstandenen Ausdruck fiir F'(s) an.

(c) Bestimmen Sie f(t) durch inverse Laplace-Transformation, angewandt auf F(s).
Lésung.

(a) Da f(t) eine Losung der Differentialgleichung ist, gilt

0 - 1) = 1.
Da f(t) auch die Anfangsbedingungen erfiillt, ist zudem f(0) = 0 und f'(0) = —1.

Laplace-Transformation auf beiden Seiten liefert die Gleichung

$2F(s) = sf(0) = f/(0) = F(s) = L(1)

nach Einsetzen der Anfangswerte f(0) =0, f’(0) = —1 also

(b) Es wird

s(s2—1) 21
1-s

s(s2-1)

1
s(s+1)°

Ansetzen von Partialbruchzerlegung ergibt mit A, B € R

1 A B
T+ T s + s+1
A(s+1)+Bs
s(s+1)
As+A+Bs
s(s+1)
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Koeffizientenvergleich liefert das lineare Gleichungssystem

A+B =0
A = -1
Alsoist A= —1und B =1.
Damit wird
F(s) = _s(si-l)
= 1 _1
s+1 s
(c) Somit ergibt sich
f) = L7H(F(s))
L7 (5) = £
= e'—-1
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Name, Matrikel-

Vorname: nummer:

Aufgabe 6 (14241 = 4 Punkte)

Wir betrachten die Differentialgleichung
y' +2y —3y=0.

(a) Bestimmen Sie das charakteristische Polynom p(X) von y” 4+ 2y — 3y = 0:

p(X) = X2 192X -3

(b) Bestimmen Sie ein Fundamentalsystem fiir die betrachtete Differentialgleichung :

(c) Losen Sie das Anfangswertproblem mit y(0) = 0, 3/(0) =4 fiir y” +2y' — 3y =0:

_6—31‘ + e”

Aufgabe 7 (2 Punkte)
Wir betrachten die Kurve K = { (Z) € R? } y=¢e" 0<r <2, 0<y <e? }
Sei R der Drehkorper, der durch Rotation von K um die x-Achse entsteht.

Skizzieren Sie K. Verwenden Sie hierbei die Naherung e &~ 2,7. Berechnen Sie das Volumen V' von R.

Skizze von K:

=N W ke Ot O N o
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