Prof. Hahn 22.08.2024

Klausur zur H6heren Mathematik 3

fir Physiker, Kybernetiker und Mechatroniker

Bitte beachten Sie die folgenden Hinweise:

e Bearbeitungszeit: 180 Minuten

e Erlaubte Hilfsmittel: Zwei Seiten DIN A4 eigenhéindig handbeschrieben (oder alternativ
eine DINA4-Seite doppelseitig) sowie Zeichenmaterial.

e Bearbeitungen mit Bleistift oder Rotstift sind nicht zul#ssig!

e Es gibt insgesamt 12 Aufgaben.

— In den Aufgaben 1, 3, 4, 6, 9, 11, 12 sind die vollsténdigen Lésungswege mit allen
notwendigen Begriindungen anzugeben. Die Bearbeitung dieser Aufgaben nehmen Sie
bitte auf gesondertem Papier vor. Beginnen Sie jede Aufgabe auf einem neuen Blatt.

— Bei den anderen Aufgaben 2, 5, 7, 8, 10 werden nur die Endergebnisse gewertet.
Diese sind in die vorgegebenen Késten einzutragen. Nebenrechnungen sind hier nicht
verlangt und werden bei der Bewertung nicht beriicksichtigt.

e Folgende Ableitungen und Stammfunktionen mit Parametern a € R\ {0}, b € R* kinnen
Sie ohne weitere Herleitung verwenden.

Alle anderen Ableitungen und Stammfunktionen miissen begriindet werden.

f(x) o o sin(z) tan(x) g B cos(x);in(:v) g cos(:c);in(x)
4 x ax® 1 e’ cos(x _ sin(z))? cos(z))?
e O | | ) (cos())

f(zx) b* In|z| | cos(z) | arctan(z) In (|sin(z)])

d - 1 ) 1 cos(z)

. f(x) || In(b) b ol sin(x) T2 sn(z)

e Die Priifungsergebnisse werden iiber das CQMPUS—Portal bekanntgegeben.

VIEL ERFOLG!

Seite 1 von 9






Prof. Hahn Hoéhere Mathematik 3 22.08.2024

Name, Matrikel-
Vorname: Nummer:

Aufgabe 1 (5+2+3=10 Punkte)

(i)

(iii)

Sei D :=[—1,0] x [0,1] und F die Fliche, welche durch
3v
3 [u
p: D — R, = | e
v
4v

parametrisiert ist.
Berechnen Sie fiir die Funktion

I {(x,y,z)TeR?” y7é0}—>]R, ; Haj

das Oberflichenintegral

F
Gegeben sei das Vektorfeld
23
G RISR, [y | — (sin(:c))zy
z 0

Bestimmen Sie div g und rot g.

Wir betrachten nun den Wiirfel W = [0, 7]? mit Rand OW und #uBerer Normalen n(z, y, z).

Berechnen Sie
[ g ao

ow
mit g aus (ii).

Hinweis: Sie diirfen ohne Beweis verwenden, dass W Normalbereich beziiglich aller Koor-
dinatenachsen ist.
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Aufgabe 2 (2+1+2=5 Punkte)
Gegeben sei die ausgehohlte Kugel

S = {(x,y,z)TE]Rg‘ 1< \/952+y2+22§2} :

(i) Geben Sie S in Kugelkoordinaten an.
Bestimmen Sie hierzu die Intervalle I,., I, und Iy so, dass

r cos() cos(f)
S = rsin(p)cos(f) | ER*| rel,, pel,, 0l
7 sin(6)
gilt:
I, = , I, = LI =

(ii) Bestimmen Sie die Abstandsfunktion d, welche den Abstand eines Punkts zur z-Achse in

Kugelkoordinaten beschreibt:

d(r,p,0) =

(iii) Die Dichte p der Kugel sei nun gegeben mittels p(z,y, z) = 2.
Bestimmen Sie im folgenden Ausdruck den Integranden so, dass besagter Ausdruck mit

dem Trégheitsmoment von S beziiglich der z-Achse {ibereinstimmt:

0= d(r, ¢, 0)

IrxIyox1Iy

Berechnen Sie ferner ebendieses Trégheitsmoment:

e =
27 %
Hinweis: Es gilt /\cos(a:)| dez =2 / cos(z) dx.
0 -z
2
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Name, Matrikel-
Vorname: Nummer:

Aufgabe 3 (3 Punkte)
Die 2m-periodische, gerade Funktion f: R — R sei auf [—m, 7) gegeben durch

ft) =2+ 3%| sin(t)| cos(t) .

Bestimmen Sie die Koeffizienten a; und b; der zugehorigen Fourierreihe.

Aufgabe 4 (1+2+4=7 Punkte)
Gegeben sei der Parameter w € (0, 00) sowie die Funktion

bo: [0,00) = R, t e twt.
(i) Begriinden Sie, ob b, von exponentieller Ordnung ~ fiir ein geeignetes v > 0 ist.
(ii) Bestimmen Sie die Laplace-Transformierte
(£bo)(2)
fiir z € C mit Re(z) > 0.

(iii) Losen Sie mittels (ii) das folgende AWP:

y'(t) +y(t)

b (t)
y(0) =0

Hinweis: Greifen Sie auf die bekannten Rechenregeln und Beispiele aus dem Skript zuriick.
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Aufgabe 5 (2+2=4 Punkte)

(i) Skizzieren Sie das Richtungsfeld der skalaren Differentialgleichung

y'(t) =t-y(t)

fiir —3 <t <0 sowie —3 < y < 0 und zeichnen Sie eine mogliche Losung der Gleichung.

Verwenden Sie hierfiir das nachfolgend bereitgestellte Koordinatensystem.

-3 25 -2 =15 -1 =05 0
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0
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(ii) Gegeben sei das Differentialgleichungssystem

V() = Ay(t), A:= ( _24 :i > .

Die Matrix A besitzt die Eigenwerte \; = —4 + 2i und Ay = —4 — 2i mit den jeweiligen

Eigenvektoren
i —i
01::<1), v2::<1>.

Bestimmen Sie ein Fundamentalsystem reeller Losungen des Differentialgleichungssystems
/
y'(t) = Ay(t):
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Name, Matrikel-
Vorname: Nummer:

Aufgabe 6 (4 Punkte)
Losen Sie das Anfangswertproblem

Y sin(t) — ycos(t) = sin3(t), y (g) —2
mit Hilfe der Variation der Konstanten.
Aufgabe 7 (1+1+1+3+1=7 Punkte)
Gegeben sei das Differentialgleichungssystem
vi=yityte, y =y (1)

(i) Schreiben Sie das System (1) in der Form 3/ = Ay +b(t), mit A € R?>*2 und b(t),y(t) € R2.

(ii) Begriinden Sie, ob das System (1) autonom ist.

(iii) Ist das homogene System y' = Ay stabil?

(iv) Geben Sie ein Fundamentalsystem reeller Losungen des homogenen Systems y' = Ay an.

(v) Bestimmen Sie die Losung des zum System (1) gehorigen Anfangswertproblems mit An-
fangsbedingung %(0) = (1,1)7.

y(t) =
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Aufgabe 8 (1+2+1=4 Punkte)
Gegeben sei die Funktion f: C — C mittels

f(:v—i—iy)::i:c‘l#—%y?’—y—azyi, ,y €R.
(i) Bestimmen Sie:
9z (Re(f(z +1y))) = Iy (Re(f(z +1iy))) =
Op (Im(f(z +1iy))) = Oy (Im(f(z +1y))) =

(ii) Fiir welche z € C ist f komplex differenzierbar in 27

z €

(iii) Sei C die durch z:[0,1] - C, t — —it parametrisierte Kurve. Bestimmen Sie:

JEGES
C

Aufgabe 9 (2+2=4 Punkte)

(i) Berechnen Sie das folgende Integral:

[
—az .
|z—i|=1 22+1

Denken Sie bei Verwendung von Sitzen oder Formeln an das Uberpriifen aller Vorausset-
zungen!

(ii) Sei g : C — C eine holomorphe Funktion, die auf dem Kreis |z| = 2 mit z € C gegeben ist
durch
g(z) = (2 —1)%, fiir |2| = 2.

Berechnen Sie den Wert ¢”(1).

Hinweis: Sie diirfen die Cauchy’sche Integralformel ohne Priifung der Voraussetzungen
anwenden.
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Vorname:

Matrikel-

Nummer:

Aufgabe 10 (1+2=3 Punkte)

Im Folgenden bezeichne In wie iiblich den Hauptzweig des Logarithmus.

(i) Geben Sie In(1 —1i) in der Form a + bi mit a,b € R an.

In(1-1) =

(ii) Gegeben sei nun die auf der Kreisscheibe

U::BQ(4—|—2i):{z€(C‘ 2 —d—

konvergente Potenzreihe

Mg

n=1

a) Bestimmen Sie L'(z) fir z € U:

21| < 2}

1 i 5n
< ) (z — 4 —2i)™
n

L'(z) =

b) Sei z; = 6 + 2i. Geben Sie mithilfe der Taylorreihenentwicklung

> L

einen geschlossenen Ausdruck fiir den Wert L(zl) der Reihe an der Stelle z; an:

L(Zl) =

Aufgabe 11 (3+1=4 Punkte)

(i) Gegeben sei die Funktion
4e

flz) =

(z4+1)(z —1)(z+1)2

Bestimmen Sie die Residuen res(f,1i),res(f, —1) und res(f,0).

(ii) Berechnen Sie das Integral

[ F()dz
|z—(—1+i)|=2

mit der Funktion f aus Teilaufgabe (i).
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Aufgabe 12 (5 Punkte)
Berechnen Sie das folgende Integral mittels Residuensatz:

-1
/ ——— sin(wz)dx  fiir w > 0.

o X244

Denken Sie bei Verwendung von Sétzen oder Formeln an das Uberpriifen aller Voraussetzungen!
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